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    ΢ΚΟΠΟΙ ΣΟΤ ΜΑΘΗΜΑΣΟ΢ 
 

Ο γεληθφο ζθνπφο ηεο δηδαζθαιίαο ησλ Μαζεκαηηθψλ είλαη:  
 
α) Ζ κεζνδηθή άζθεζε ηνπ καζεηή ζηελ νξζνινγηθή ζθέςε, ζηελ αλάιπζε, ζηελ 

αθαίξεζε, ζηε γελίθεπζε, ζηελ εθαξκνγή, ζηελ θξηηηθή θαη ζηηο ινγηθέο δηεξγαζίεο, 
θαζψο θαη ε κχεζε ζηε καζεκαηηθή απνδεηθηηθή δηαδηθαζία.  

β) Ζ γεληθφηεξε πλεπκαηηθή θαιιηέξγεηα θαη ε ζπκβνιή ζηελ νινθιήξσζε ηεο 
πξνζσπηθφηεηαο ηνπ καζεηή, θαζφζνλ ηα Μαζεκαηηθά αλαπηχζζνπλ ηελ 
παξαηεξεηηθφηεηα, ηελ πξνζνρή, ηε δχλακε απηνζπγθέληξσζεο, ηελ επηκνλή, ηελ 
πξσηνβνπιία, ηε δεκηνπξγηθή θαληαζία, ηελ πεηζαξρεκέλε ζθέςε θαη ζπκπεξηθνξά, 
θαιιηεξγνχλ ην αίζζεκα ηνπ σξαίνπ θαη ηνπ εζηθνχ θαη δηεγείξνπλ ην θξηηηθφ πλεχκα.  

γ) Ζ αλάπηπμε ηθαλφηεηαο γηα ηελ αθξηβή ζχιιεςε ησλ ελλνηψλ, ησλ κεγεζψλ, 
ησλ ηδηνηήησλ θαη ησλ κεηαμχ ηνπο ζρέζεσλ θαη ηδηαηηέξσο εθείλσλ πνπ είλαη 
απαξαίηεηεο γηα ηελ θαηαλφεζε θαη επίιπζε πξνβιεκάησλ ηεο ζχγρξνλεο δσήο θαη 
γηα ηελ επαθή κε ηε ζχγρξνλε ηερληθή, νηθνλνκηθή θαη θνηλσληθή πξαγκαηηθφηεηα.  

δ) Ο εζηζκφο ησλ καζεηψλ ζηε δηαηχπσζε ησλ δηαλνεκάησλ κε ηε 
ραξαθηεξηζηηθή ζηε καζεκαηηθή γιψζζα ηάμε, ζαθήλεηα, αθξίβεηα, απζηεξφηεηα, 
ιηηφηεηα θαη θνκςφηεηα.  

ε) Ζ θαηαλφεζε ηνπ ξφινπ ησλ Μαζεκαηηθψλ ζηνπο δηάθνξνπο ηνκείο ηεο 
γλψζεο θαη ε επαξθήο πξνπαξαζθεπή ησλ καζεηψλ γηα ηε ζπλέρηζε ησλ ζπνπδψλ 
ηνπο. 

  
Δηδηθφηεξα, κε ηε δηδαζθαιία ησλ Μαζεκαηηθψλ ζην Λύθεην, επηδηψθεηαη: 
 
α) Να εκπεδσζνχλ θαη λα δηεξεπλεζνχλ ζε ζεσξεηηθφηεξν επίπεδν νη γλψζεηο 

πνπ απφθηεζαλ νη καζεηέο ζην Γπκλάζην.  
β) Να κπεζνχλ θαη λα εμνηθεησζνχλ νη καζεηέο ζηε δηαδηθαζία ηεο καζεκαηηθήο 

απφδεημεο θαη λα θαιιηεξγεζεί ε «καζεκαηηθή ζθέςε», 
γ) Να αζθεζνχλ νη καζεηέο ζην λα ρξεζηκνπνηνχλ ηα Μαζεκαηηθά φρη κφλν σο 

γλψζε, αιιά θαη σο κέζνδν ζθέςεο θαη πξάμεο ζηελ θαζεκεξηλή δσή.  
δ) Να έξζνπλ νη καζεηέο ζε επαθή κε ηηο πνηθίιεο εθαξκνγέο ησλ Μαζεκαηηθψλ 

ζηηο άιιεο επηζηήκεο θαη ζηε ζχγρξνλε πξαγκαηηθφηεηα. 
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    ΓΔΝΙΚΔ΢ ΟΓΗΓΙΔ΢ 
 

΢ε θάζε ψξα δηδαζθαιίαο ησλ Μαζεκαηηθψλ πξέπεη λα θπξηαξρεί ε πξνζσπηθή 
εξγαζία ησλ καζεηψλ. Ζ ηάμε πξέπεη λα είλαη έλαο ηφπνο, φπνπ νη καζεηέο δελ ζα 
είλαη παζεηηθνί δέθηεο, αιιά ζα εμεξεπλνχλ θαηαζηάζεηο, ζα αλαθαιχπηνπλ λέεο 
γλψζεηο θαη ζα πξνζπαζνχλ λα εξκελεχνπλ θαη λα ρξεζηκνπνηνχλ ηηο γλψζεηο πνπ 
απφθηεζαλ. Κάζε δηδαζθαιία πξέπεη λα πξνρσξεί απφ ην γλσζηφ ζην άγλσζην, απφ 
ην ζπγθεθξηκέλν ζην αθεξεκέλν θαη απφ ην απιφ ζην ζχλζεην.  

Ζ ζσζηή πξνεηνηκαζία, ε ζεσξεηηθή θαηάξηηζε θαη ν ζπλερήο πξνβιεκαηηζκφο 
ηνπ δηδάζθνληνο απνηεινχλ απαξαίηεηα ζηνηρεία γηα κηα επηηπρή δηδαζθαιία. Γη ' 
απηφ ν δηδάζθσλ πξέπεη ζηελ αξρή ηνπ δηδαθηηθνχ έηνπο λα κειεηήζεη πξνζεθηηθά 
θαζέλα απφ ηα δηδαθηηθά βηβιία πνπ ζα δηδάμεη θαη ηηο αληίζηνηρεο δηδαθηηθέο νδεγίεο.  

Έηζη, ζα ελεκεξσζεί γηα ην πεξηερφκελν ηεο δηδαζθαιίαο ηνπ θαη γηα ην «ηη 
πξέπεη λα κάζεη» ν καζεηήο απφ ηε δηδαζθαιία κηαο ζπγθεθξηκέλεο ελφηεηαο, πνπ 
ρσξίο ακθηβνιία είλαη βαζηθή πξνυπφζεζε γηα ηελ επηηπρή νξγάλσζε ηεο 
δηδαζθαιίαο ηεο ελφηεηαο απηήο.  

Πην ζπγθεθξηκέλα, νη δηδάζθνληεο πξέπεη λα έρνπλ ππφςε ηνπο θαη ηα εμήο:  
1. Καηά ηε δηδαζθαιία πξέπεη λα ρξεζηκνπνηνχληαη νη ηειεπηαίεο εθδφζεηο ησλ 

δηδαθηηθψλ βηβιίσλ θαη λα επηδηψθεηαη ε νινθιήξσζε ηεο δηδαζθαιίαο ηεο 
δηδαθηέαο χιεο.  

2. Ζ εκκνλή ζε ελφηεηεο πνπ αλήθνπλ κάιινλ ζηελ «ηζηνξία ησλ Μαζεκαηηθψλ» θαη 
ε επηινγή πνιχπινθσλ αζθήζεσλ, φρη κφλν δε ζπκβάιιεη ζηελ επίηεπμε ησλ 
ζθνπψλ ηεο δηδαζθαιίαο, αιιά αληίζεηα νδεγεί ζηε «καζεκαηηθνθνβία», ελψ 
παξάιιεια επηβξαδχλεη ην ξπζκφ ηεο δηδαζθαιίαο. Έηζη δε κέλεη ρξφλνο γηα ηε 
δηδαζθαιία άιισλ ελνηήησλ, νη νπνίεο είλαη ρξήζηκεο αλ φρη απαξαίηεηεο, γηα 
φινπο ηνπο καζεηέο, αλεμάξηεηα απφ ηε δέζκε πνπ ζα αθνινπζήζνπλ. 

3. Έλαο απφ ηνπ βαζηθνχο ζηφρνπο ηεο δηδαζθαιίαο είλαη ε εμνηθείσζε κε ην 
ινγηζκφ θαη ε αλάπηπμε ησλ ζρεηηθψλ κε απηφλ δεμηνηήησλ ηνπ καζεηή. Όκσο, 
γηα ηελ επίηεπμε ηνπ ζηφρνπ απηνχ δελ πξέπεη λα ζπαηαιάηαη πνιχηηκνο ρξφλνο 
κε εθηέιεζε πνιχπινθσλ αξηζκεηηθψλ ή αιγεβξηθψλ ππνινγηζκψλ. Γεληθά ε 
αληηκεηψπηζε απφ ην καζεηή ηέηφησλ πεξηπηψζεσλ (δχζθνιεο ή εμεδεηεκέλεο 
αζθήζεηο πνπ ππεξβαίλνπλ ηε δπλαηφηεηά ηνπ) έρεη ειάρηζηε ρξεζηκφηεηα ζηελ 
πξναγσγή ηνπ καζεκαηηθνχ ηξφπνπ ζθέςεο θαη αληηβαίλεη ζηε ζχγρξνλε 
δηδαθηηθή ησλ Μαζεκαηηθψλ. Αληίζεηα απνγνεηεχεη ηνπο καζεηέο, θαιιηεξγεί ζ' 
απηνχο έλα αίζζεκα απνζηξνθήο πξνο  ηα Μαζεκαηηθά θαη ηνπο δεκηνπξγεί ηελ 
εληχπσζε φηη ε θαηαλφεζε ησλ Μαζεκαηηθψλ πξνυπνζέηεη εηδηθέο ηθαλφηεηεο. 

4. Ο καζεηήο πξέπεη λα ζπλεζίζεη ζην λα εθθξάδεηαη κε ζαθήλεηα, αθξίβεηα θαη 
πιεξφηεηα. Έηζη, πξέπεη λα θαηαβιεζεί πξνζπάζεηα γηα ηελ επρεξέζηεξε, 
αλεηφηεξε θαη ηαρχηεξε θίλεζε ηεο ζθέςεο. Με ην ζπκβνιηζκφ απνθεχγεηαη ε 
ρξήζε ιέμεσλ, ησλ νπνίσλ ε ζεκαζία έρεη γίλεη ακθίβνιε θαη ξεπζηή απφ ηελ 
θνηλή ρξήζε. Γελ πξέπεη φκσο λα γίλεηαη θαηάρξεζε ζπκβνιηζκνχ. Θα 
ρξεζηκνπνηνχληαη κε πξνζνρή θαη θεηδψ κφλν εθείλα ηα ζχκβνια πνπ 
αλαθέξνληαη ζην δηδαθηηθφ βηβιίν. ΢ε θακία πεξίπησζε ν ζπκβνιηζκφο δελ 
πξέπεη λα εληζρχεη ηε «ζπνπδαηνθάλεηα» θαη ηελ ηάζε «ηα εχθνια λα γίλνληαη 
δχζθνια». 
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5. Καηά ηελ εηζαγσγή λέσλ καζεκαηηθψλ φξσλ, φπσο π.ρ. κεησηένο, δηαηξεηένο, 
εθαπηνκέλε, ζπκκεηξία θηι. είλαη ζθφπηκν λα αλαθεξφκαζηε, φζν είλαη δπλαηφ, 
θαη ζηελ εηπκνινγηθή ζεκαζία ηνπο, παξάιιεια κε ηε ιεηηνπξγηθή ζεκαζία πνπ 
έρνπλ ζηα Μαζεκαηηθά. Με απηφ ηνλ ηξφπν βνεζνχκε ην καζεηή ζηελ 
θαηαλφεζε, ζηε ζπγθξάηεζε θαη ζηελ νξζή ελλνηνινγηθή ρξήζε ησλ φξσλ  

6. Δίλαη γλσζηή ε παηδαγσγηθή αμία ησλ ζρεκάησλ θαη γεληθφηεξα ησλ επνπηηθψλ 
εηθφλσλ, γη' απηφ ζπληζηάηαη, φηαλ πξνζθέξεηαη ε δηδαθηηθή ελφηεηα, ε 
ρξεζηκνπνίεζε ζρεκάησλ, πηλάθσλ θηι. γηαηί έηζη γίλνληαη θαηαλνεηέο θαη 
εξκελεχνληαη θαιχηεξα νη έλλνηεο πνπ πξαγκαηεχεηαη ε ελφηεηα. 
Ηδηαίηεξα ζηηο γπκλαζηαθέο ηάμεηο πξέπεη λα γίλεηαη ζπζηεκαηηθή ρξήζε ησλ 
επνπηηθψλ κέζσλ. Σν ςαιίδη, ην δηαθαλέο ραξηί, ηα γεσκεηξηθά φξγαλα θαη ην 
ηεηξαγσληζκέλν ραξηί πξέπεη λα ρξεζηκνπνηνχληαη ζε θάζε βήκα ηεο δηδαθηηθήο 
πνξείαο. Σα επνπηηθά κέζα θαη νη θάζε είδνπο κεηξήζεηο θαη πεηξακαηηζκνί 
πξέπεη λα κηινχλ πεξηζζφηεξν απφ ην δηδάζθνληα θαη λα είλαη αλαπφζπαζηα 
ζηνηρεία ηεο καζεηηθήο εξγαζίαο. 

7. Σα παξαδείγκαηα πνπ πεξηέρνληαη ζε θάζε δηδαθηηθφ βηβιίν, έρνπλ σο ζθνπφ ηελ 
θαιχηεξε θαηαλφεζε θαη εκπέδσζε ηεο ελφηεηαο ζηελ νπνία αλαθέξνληαη. Ο 
δηδάζθσλ ζα θξίλεη θάζε θνξά, πφζα θαη πνηα απ’ απηά ζα ρξεζηκνπνηήζεη γηα 
ηελ επίηεπμε ηνπ ζθνπνχ απηνχ. Δίλαη πξνθαλέο φηη ν δηδάζθσλ, αλ ην θξίλεη 
ζθφπηκν, κπνξεί λα ρξεζηκνπνηήζεη θαη άιια παξαδείγκαηα, ηα νπνία 
αληαπνθξίλνληαη πεξηζζφηεξν ζηα ηδηαίηεξα γλσξίζκαηα ηεο ηάμεο ηνπ (πεξηνρή 
ζηελ νπνία βξίζθεηαη ην ζρνιείν, θνηλσληθφ πεξηβάιινλ, επίπεδν γλψζεσλ, 
ελδηαθέξνληα καζεηψλ θηι.)  

8. Οη εθαξκνγέο θαη ηα παξαδείγκαηα ησλ βηβιίσλ κπνξνχλ λα ρξεζηκνπνηνχληαη 
σο πξνηάζεηο γηα ηε ιχζε αζθήζεσλ ή ηελ απφδεημε άιισλ πξνηάζεσλ, αιιά 
δελ εμεηάδνληαη νχηε σο ζεσξία, νχηε σο αζθήζεηο. Γεληθφηεξα νη εθαξκνγέο θαη 
ηα παξαδείγκαηα δελ απνηεινχλ εμεηαζηέα χιε ζηηο γξαπηέο εμεηάζεηο. Δπίζεο, 
ζηα ζέκαηα ζεσξίαο ησλ γξαπηψλ εμεηάζεσλ, δελ πξέπεη λα δεηνχληαη νη 
απνδείμεηο ησλ πξνηάζεσλ πνπ αλαθέξνληαη ζην βηβιίν ρσξίο απφδεημε. Tέινο, 
ην επαλαιεπηηθφ κέξνο ηνπ βηβιίνπ πνπ αλήθεη ζε πξφγξακκα πξνεγνχκέλσλ 
ηάμεσλ, δελ απνηειεί εμεηαζηέα ζεσξία. Ζ χιε απηή κπνξεί βέβαηα λα 
ρξεζηκνπνηείηαη ζηηο απνδείμεηο ζεσξεκάησλ θαη ζηε ιχζε αζθήζεσλ. 

9. ΢ε θάζε βηβιίν ππάξρεη κεγάιε πνηθηιία αζθήζεσλ απφ δηάθνξνπο ηνκείο ηεο 
αλζξψπηλεο δξαζηεξηφηεηαο, πνπ θαιχπηνπλ έλα κεγάιν θάζκα ησλ 
δπλαηνηήησλ ησλ καζεηψλ. Ο δηδάζθσλ πξέπεη θαηά ηε δηδαζθαιία κηαο 
ελφηεηαο λα ιακβάλεη ππφςε ηηο αηνκηθέο δηαθνξέο ησv καζεηψλ θαη ηα ηδηαίηεξα 
γλσξίζκαηα πνπ κπνξεί λα έρεη ε ηάμε ηνπ θαη θάζε θνξά λα επηιέγεη ηηο 
θαηάιιειεο αζθήζεηο ηφζν γηα ηελ θαηαλφεζε ηεο ελφηεηαο, φζν θαη γηα ηελ 
πεξαηηέξσ εκβάζπλζή ηεο. Δίλαη βέβαηα επηζπκεηφ, ζηα πιαίζηα ελφο 
νξζνινγηθνχ πξνγξακκαηηζκνχ ηεο δηδαζθαιίαο ζην δηαζέζηκν ρξφλν, λα 
κπνξνχλ λα ιπζνχλ ζηελ ηάμε ή ζην ζπίηη φζν ην δπλαηφλ πεξηζζφηεξεο απφ ηηο 
αζθήζεηο ηνπ ζρνιηθνχ βηβιίνπ. 
Ζ πξαγκαηνπνίεζε ηνχ ζηφρνπ απηνχ, ζε θακηά πεξίπησζε δελ πξέπεη λα 
απνβεί ζε βάξνο ηεο νινθιήξσζεο .ηεο δηδαζθαιίαο ηεο δηδαθηέαο χιεο.  
Δπηζεκαίλεηαη φηη νη γεληθέο αζθήζεηο θαη νη αζθήζεηο Γ΄ νκάδαο ζην ηέινο 
ησλ θεθαιαίσλ θαη ζην ηέινο ησλ βηβιίσλ, θαζψο θαη ηα ζεσξεηηθά ζέκαηα πνπ 
ππάξρνπλ ζηα παξαξηήκαηα ησλ βηβιίσλ πξννξίδνληαη γηα καζεηέο κε ηδηαίηεξν 
ελδηαθέξνλ θαη δπλαηφηεηεο ζηα Μαζεκαηηθά. Γηα ην ιφγν απηφ δελ απνηεινύλ 
ύιε γηα εμέηαζε ζηηο πξνθνξηθέο ή γξαπηέο εμεηάζεηο ησλ καζεηψλ. 

10. Η επεμεξγαζία ησλ αζθήζεσλ πξέπεη λα ζηεξίδεηαη ζε «γλσζηέο» 
πξνηάζεηο. Σέηνηεο είλαη φζεο πεξηέρνληαη ζηε δηδαθηέα ζεσξία θαη ζηηο 
αληίζηνηρεο εθαξκνγέο πνπ πεξηιακβάλνληαη ζηα εγθεθξηκέλα δηδαθηηθά βηβιία. 
Κάζε άιιε πξφηαζε πνπ ρξεζηκνπνηείηαη γηα ηε ιχζε κηαο άζθεζεο, πξέπεη 
πξνεγνπκέλσο λα απνδεηθλχεηαη. Κάζε απφδεημε (Θεσξήκαηνο ή άζθεζεο) 
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εθφζνλ ζηεξίδεηαη ζε γλσζηέο πξνηάζεηο είλαη δεθηή, έζησ θαη αλ δηαθέξεη απφ 
εθείλε πνπ ππάξρεη ζην δηδαθηηθφ βηβιίν. 

11. Κάζε βηβιίν Μαζεκαηηθψλ ζπλνδεχεηαη απφ μερσξηζηφ ηεχρνο κε ηηο ιχζεηο ησλ 
αζθήζεσλ. Πξέπεη λα θαηαβιεζεί  ηδηαίηεξε πξνζπάζεηα απφ ηνπο δηδάζθνληεο 
γηα ηε ζσζηή xξεζηκνπνίεζή ηνπ απφ ηνπο καζεηέο. ΢ρεηηθφ πξνινγηθφ 
ζεκείσκα  ππάξρεη ζε θάζε ηεχρνο ιχζεσλ θαη είλαη αλάγθε λα αλαιπζεί ζηνπο 
καζεηέο ην πεξηερφκελφ ηνπ.  

12. ΢ην ηέινο ησλ πεξηζζνηέξσλ θεθαιαίσλ ησλ βηβιίσλ ππάξρνπλ ηζηνξηθά 
ζεκεηώκαηα πνπ έρνπλ ζθνπφ λα δηεγείξνπλ ην ελδηαθέξνλ θαη ηελ αγάπε ησλ 
καζεηψλ γηα ηα Μαζεκαηηθά θαη λα ηνπο πιεξνθνξήζνπλ γηα ηελ ηζηνξηθή πνξεία 
ηεο καζεκαηηθήο ζθέςεο. Ζ αμηνπνίεζε ησλ ηζηνξηθψλ ζεκεησκάησλ ζηε 
δηδαζθαιία εμαξηάηαη ζε κεγάιν βαζκφ απφ ηηο πξσηνβνπιίεο θαη ηδέεο πνπ ζα 
αλαπηχμνπλ νη δηδάζθνληεο. Mηα πξφηαζε πνπ έρεη κε επηηπρία δνθηκαζηεί 
πεηξακαηηθά ζε άιιεο ρψξεο, είλαη δηάζεζε κηαο δηδαθηηθήο ψξαο κεηά ηελ 
νινθιήξσζε ηεο χιεο ελφο  Κεθαιαίνπ, γηα ηε κειέηε ηνπ αληίζηνηρνπ ηζηνξηθνχ 
ζεκεηψκαηνο θαη ειεχζεξε ζπδήηεζε ζηελ ηάμε. Με απηή ηελ πξννπηηθή έρνπλ 
γξαθηεί ηδηαίηεξα ηα ηζηνξηθά ζεκεηψκαηα γηα ηε ινγαξηζκηθή ζπλάξηεζε ζην 
βηβιίν ηεο  Άιγεβξαο ηεο Β' Λπθείνπ. 

13. Καηά ηε δηδαζθαιία ηεο Σξηγσλνκεηξίαο θαη ηεο ΢ηαηηζηηθήο, νη δηδάζθνληεο 
πξέπεη λα ελζαξξχλνπλ ηνπο καζεηέο ζηε ρξήζε ησλ ππνινγηζηηθψλ κεραλψλ 
(calculators), ψζηε λα κε ζπαηαιάηαη ρξφλνο ζηε ρξήζε ησλ ηξηγσλνκεηξηθψλ 
πηλάθσλ θαη γεληθφηεξα ζηνλ αξηζκεηηθφ ινγηζκφ.  Έηζη, ζα έρνπλ ηε δπλαηφηεηα 
νη καζεηέο, λα αζρνιεζνχλ κε κεγαιχηεξε πνηθηιία αζθήζεσλ θαη λα δηαζέζνπλ 
πεξηζζφηεξν ρξφλν ζηε δηαδηθαζία ιχζεο ησλ πξνβιεκάησλ θαη ηελ εξκελεία 
ησλ απνηειεζκάησλ.  
Δίλαη απηνλφεην, φηη ην πεξηερφκελν ησλ ηζηνξηθψλ ζεκεησκάησλ, θαζψο θαη ηα 
ζρεηηθά κε ηηο ππνινγηζηηθέο κεραλέο, δελ απνηεινχλ χιε γηα εμέηαζε. 
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ΜΔΘΟΓΟΙ ΓΙΓΑ΢ΚΑΛΙΑ΢ 
 

 
1. Σν «παξαδνζηαθό» δηδαθηηθό κνληέιν θαη νη ζπλέπεηέο ηνπ.  
 

Απφ ηηο αξρέο ηεο δεθαεηίαο ηνπ '80, ζε δηεζλέο επίπεδν, ε Μαζεκαηηθή 
Δθπαίδεπζε ζηαδηαθά, αιιά ζπζηεκαηηθά θαη κεζνδηθά, πθίζηαηαη κεηαβνιέο πνπ 
εθηείλνληαη ζε φιεο ηηο ζπληζηψζεο ηεο φπσο γηα παξάδεηγκα ζηνπο ζθνπνχο θαη 
ζηνπο ζηφρνπο, ζην πεξηερφκελν, ζηηο δηδαθηηθέο κεζφδνπο, ζηα είδε ησλ δεμηνηήησλ 
πνπ πξέπεη λα αλαπηχμνπλ νη καζεηέο, ζηε δηάξζξσζε ηνπ Πξνγξάκκαηνο ΢πνπδψλ 
θαη ησλ δηδαθηηθψλ βηβιίσλ, ζηηο κεζφδνπο αμηνιφγεζεο θηι.  

Οη ιφγνη πνπ πξνθαινχλ ηηο αιιαγέο πξνθχπηνπλ ηφζν απφ ηελ εμέιημε ησλ 
ζχγρξνλσλ θνηλσληψλ θαη ηνλ ζπλερψο δηεπξπλφκελν ξφιν ησλ λέσλ ηερλνινγηψλ, 
φζν θαη απφ ηα ζπκπεξάζκαηα ησλ εξεπλψλ ηεο Γηδαθηηθήο ησλ Μαζεκαηηθψλ ζε 
δεηήκαηα Μαζεκαηηθήο Δθπαίδεπζεο.  

Καη ζηηο δχν πεξηπηψζεηο, νη ζπλέπεηεο ζπγθιίλνπλ ζην λα δνχκε κε δηαθνξεηηθφ 
ηξφπν ην ξφιν θαη ηε ζέζε ηνπ θαζεγεηή ησλ Μαζεκαηηθψλ κέζα ζηελ ηάμε, λα 
δψζνπκε έλα επξχηεξν πεξηερφκελν ζηνλ φξν «Γηδαζθαιία ησλ Μαζεκαηηθψλ» θαη 
λα γίλνπκε πην αθξηβείο ζην ηη κπνξεί λα ζεκαίλεη «Μαζαίλσ Μαζεκαηηθά». 

Πξνθεηκέλνπ λα γίλνπκε πην ζπγθεθξηκέλνη, αο νξίζνπκε σο «παξαδνζηαθό» 
δηδαθηηθό κνληέιν ην αθόινπζν: Ο δάζθαινο ησλ Μαζεκαηηθψλ αξρίδεη ηε 
δηδαζθαιία ζπλήζσο κε ηελ παξνπζίαζε κηαο ηερληθήο, αθνινπζνχλ αζθήζεηο γηα 
εμάζθεζε θαη αζθήζεηο θαη πξνβιήκαηα γηα εθαξκνγή. Σν θέληξν βάξνπο εζηηάδεηαη 
ζηελ απφθηεζε εθείλσλ αθξηβψο ησλ δεμηνηήησλ πνπ παξνπζηάδεη ν δάζθαινο ζηελ 
ηάμε, ζηελ ηαρχηεηα θαη ηελ αθξίβεηα ησλ απαληήζεσλ. Σν κνληέιν ιεηηνπξγεί θάησ 
απφ ηελ αθφινπζε ππφζεζε: Σν ζχλνιν ησλ ηερληθψλ πνπ δηαζέηνπλ νη καζεηέο γηα 
λα ιχλνπλ αζθήζεηο είλαη ην ζψκα ησλ γλψζεσλ πνπ πξέπεί λα θαηέρνπλ. 
Δπνκέλσο, ε επρέξεηα ζηηο ηερληθέο απηέο εθθξάδεη ην αλ νη καζεηέο έρνπλ κάζεη ηα 
Μαζεκαηηθά ή φρη.  

΢ην κνληέιν απηφ ε γλψζε είλαη πξνζσπηθή ππφζεζε ηνπ θάζε καζεηή, ν νπνίνο 
εξγάδεηαη κφλνο ηνπ, θαη είλαη αλεμάξηεηε απφ απηφλ. Γειαδή, ν καζεηήο θαη ε 
γλψζε είλαη δχν «πξάγκαηα» μερσξηζηά, επνκέλσο ν καζεηήο δελ κπνξεί λα ηελ 
επεξεάζεη, ην κφλν πνπ ηνπ απνκέλεη είλαη λα ηε κάζεη. Σέινο, ην πξφβιεκα θαη 
ηδηαίηεξα ε Λχζε Πξνβιήκαηνο, πνπ απνηειεί ηελ νπζία ηεο Μαζεκαηηθήο γλψζεο, 
ζην κνληέιν απηφ έρεη έλαλ ζπγθεθξηκέλν θαη πεξηνξηζκέλν ραξαθηήξα, απνηειεί 
θξηηήξην κάζεζεο: «΢νπ δηδάζθσ γηα παξάδεηγκα έλαλ αιγφξηζκν θαη κεηά, 
πξνθεηκέλνπ λα δηαπηζηψζσ αλ ηνλ έκαζεο, ζα πξέπεη λα είζαη ηθαλφο λα ιχζεηο 
κεξηθέο ή θαη φιεο ηηο αζθήζεηο θαη ηα πξνβιήκαηα πνπ βξίζθνληαη ζην ηέινο θάζε 
ελφηεηαο ή Κεθαιαίνπ». 

Ζ πξφζθαηε έξεπλα έρεη αλαδείμεη ηα ζεκαληηθά πξνβιήκαηα πνπ παξνπζηάδεη 
ην «παξαδνζηαθφ» δηδαθηηθφ κνληέιν. Γηα παξάδεηγκα, έρεη δηαπηζησζεί φηη ε 
καθξφρξνλε «ζεηεία» ζηελ παξαδνζηαθή δηδαζθαιία πξνθαιεί ηελ αλάπηπμε ησλ 
αθφινπζσλ ζηάζεσλ θαη πεπνηζήζεσλ ζηνπο καζεηέο: 
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 'Όια ηα πξνβιήκαηα κπνξνχλ λα ιπζνχλ ην πνιχ ζε δέθα ιεπηά. Αλ δελ 
κπνξέζεηο λα ιχζεηο έλα πξφβιεκα ζε δέθα ιεπηά, ηφηε δελ κπνξείο λα ην 
ιχζεηο, επνκέλσο πάςε λα αζρνιείζαη κε απηφ.  

 Μεηά απφ ρξφληα απνκλεκφλεπζεο αιγνξίζκσλ, θαλφλσλ θαη ηχπσλ, νη καζεηέο 
ζεσξνχλ ηνπο εαπηνχο ηνπο σο παζεηηθνχο δέθηεο γλψζεσλ, πνπ άιινη πνιχ πην 
έμππλνη απφ απηνχο ηηο έρνπλ βξεη. 

 Γηα πνιινχο καζεηέο, ηδηαίηεξα φηαλ αζρνινχληαη κε ηε Θεσξεηηθή Γεσκεηξία, ε 
απφδεημε δελ είλαη ηίπνηε άιιν παξά κία «ηειεηνπξγηθή» δξαζηεξηφηεηα πνπ έρεη 
ζθνπφ λα επηβεβαηψζεη απηφ πνπ ήδε είλαη γλσζηφ ρηιηάδεο ρξφληα πξηλ!  

 Σα Μαζεκαηηθά δελ έρνπλ ζρέζε κε ηνλ πξαγκαηηθφ θφζκν. ΢ην ζεκείν απηφ 
πξέπεη λα ππελζπκίζνπκε θαη ηελ άπνςε ηνπ Lakatos:  

«Γελ έρεη γίλεη επαξθψο αληηιεπηφ φηη ε ηξέρνπζα καζεκαηηθή θαη 
επηζηεκνληθή εθπαίδεπζε είλαη ην ζεξκνθήπην ελφο χθνπο απζεληίαο θαη ν 
ρεηξφηεξνο ερζξφο ηεο αλεμάξηεηεο θαη θξηηηθήο ζθέςεο». Βιέπνπκε ινηπφλ φηη 
ζηηο πεξηζζφηεξεο πεξηπηψζεηο ηα απνηειέζκαηα ηεο δηδαζθαιίαο είλαη αθξηβψο 
ηα αληίζεηα απφ ηνπο ζηφρνπο θαη ηηο επηδηψμεηο καο. Ζ θαηάζηαζε απηή δελ είλαη 
κφλνλ ειιεληθφ θαηλφκελν. Δίλαη κηα γεληθή δηαπίζησζε πνπ παξνπζηάδεηαη ζηηο 
πεξηζζφηεξεο ρψξεο.  

Με πνηνλ ηξφπν κπνξνχκε λα αληηκεησπίζνπκε ηελ θαηάζηαζε; Με πνηνλ 
ηξφπν ζα δψζνπκε κηα ηζνξξνπεκέλε εηθφλα ζηνπο καζεηέο καο θαη ζην 
θνηλσληθφ ζχλνιν γεληθφηεξα, γηα ην ηη κπνξνχκε λα θάλνπκε κε ηα Μαζεκαηηθά; 
Με πνηνλ ηξφπν ζα απνθχγνπκε αληηιήςεηο φπσο: «Ο δάζθαινο γλσξίδεη ηελ 
απάληεζε αιιά καο δίλεη ην πξφβιεκα γηα λα δεη αλ κπνξνχκε λα ηε βξνχκε θαη 
εκείο»;  

 
2. Πξνηάζεηο γηα πην «ελεξγεηηθέο» δηδαζθαιίεο. 

 
Θα πξέπεη λα επηζεκάλνπκε απφ ηελ αξρή φηη δελ ππάξρεη έλα ζπγθεθξηκέλν 

κνληέιν δηδαζθαιίαο ην νπνίν καο δίλεη ηε δπλαηφηεηα λα απνθχγνπκε ηηο 
πξνεγνχκελεο «δπζάξεζηεο» θαηαζηάζεηο. Αληίζεηα, ππάξρνπλ θάπνηεο γεληθέο 
αξρέο κε ηηο νπνίεο κπνξνχκε λα ζπγθξνηήζνπκε θαηάιιεια κνληέια δηδαζθαιίαο.  

Μηα ζχγρξνλε αληίιεςε γηα ηνλ ηξφπν κε ηνλ νπνίν καζαίλνπλ νη καζεηέο, 
βαζίδεηαη ζηηο αθφινπζεο παξαδνρέο:  

 Ζ γλψζε δε «κεηαθέξεηαη» απφ ην δάζθαιν ζην καζεηή. Αληίζεηα, ε γλώζε θαη 
ν καζεηήο, είλαη έλλνηεο αιιεινζπλδεόκελεο: Ο καζεηήο ζπκκεηέρεη ελεξγά 
ζηελ νηθνδόκεζε - αλάπηπμε ηεο γλώζεο ηνπ (Η ππόζεζε ηεο θαηαζθεπήο 
ηεο γλώζεο).  

Ζ αξρή απηή δέρεηαη φηη ν θάζε καζεηήο έρεη ην δηθφ ηνπ πξνζσπηθφ ηξφπν 
πξφζβαζεο ζηε γλψζε θαη βξίζθεηαη ζε θαηεπζείαλ αληίζεζε κε ηελ αληίζηνηρε αξρή 
ηνπ «παξαδνζηαθνχ» κνληέινπ, φηη ν καζεηήο θαη ε γλψζε είλαη δχν μερσξηζηέο 
έλλνηεο.  

Ζ δηαδηθαζία ηεο κάζεζεο εμαξηάηαη απφ ηελ ήδε ππάξρνπζα γλψζε: Κάζε ηη πνπ 
καζαίλσ εμαξηάηαη απφ ην ηί γλσξίδσ.  

Δπνκέλσο, ν δάζθαινο ησλ Μαζεκαηηθψλ πξέπεη λα είλαη ελήκεξνο γηα ην γεγνλφο 
φηη ζα ππάξρνπλ ζηελ ηάμε ηνπ καζεηέο πνπ δελ έρνπλ θαηαλνήζεη ηηο πξνεγνχκελεο 
έλλνηεο πξνθεηκέλνπ λα ζπκκεηάζρνπλ ζην λέν κάζεκα, θαη φηη ζα ππάξρνπλ 
καζεηέο πνπ έρνπλ νηθνδνκήζεη κε ιάζνο ηξφπν ηηο πξνεγνχκελεο γλψζεηο. Καη ζηηο 
δχν πεξηπηψζεηο ζα ζπλαληήζεη δπζθνιίεο ζηελ εμέιημε ηνπ λένπ καζήκαηνο.  

Τπάξρεη κηα ζπλερήο αιιειεπίδξαζε αλάκεζα ζην πξνζσπηθφ λφεκα, πνπ 
νηθνδνκεί ν θάζε καζεηήο, θαη ζηελ θνηλσληθή δηάζηαζε ηεο γλψζεο ζηα πιαίζηα ηεο 
ζρνιηθήο ηάμεο. Σα πξνζσπηθά λνήκαηα ζπδεηνχληαη κέζα ζηελ ηάμε πξνθεηκέλνπ 
λα νκνγελνπνηεζνχλ θαη λα γίλνπλ ζπκβαηά θαη ζπλεπή κε φ,ηη δέρεηαη ε καζεκαηηθή 
θνηλφηεηα (Ζ ππφζεζε ηεο αιιειεπίδξαζεο ή δηάδξαζεο).  
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Πξνθεηκέλνπ λα γίλεη πξαγκαηηθφηεηα ε αξρή απηή ζα πξέπεη ε ζρνιηθή ηάμε λα 
ιεηηνπξγεί σο κηθξή «καζεκαηηθή θνηλφηεηα-εξγαζηήξην».  

Όπνηνο δάζθαινο ησλ Μαζεκαηηθψλ απνδερζεί ηηο αξρέο απηέο, ζα πξέπεη λα δεη κε 
έλαλ δηαθνξεηηθφ ηξφπν ηε ζέζε θαη ην ξφιν ηνπ κέζα ζηελ ηάμε. Γηα παξάδεηγκα, ζα 
πξέπεη λα νξγαλψλεη ηελ ηάμε έηζη, ψζηε κέζα απφ θαηάιιειεο δξαζηεξηφηεηεο λα 
δψζεη ηε δπλαηφηεηα θαη ηελ επθαηξία ζηνπο καζεηέο ηνπ λα νηθνδνκήζνπλ ηε γλψζε, 
θαη παξάιιεια λα ειαηηψζεη ην ρξφλν πνπ αθηεξψλεη γηα ηελ παξνπζίαζε, απφ ηνλ 
ίδην, ζεκάησλ θαη ελλνηψλ.  

Οπζηαζηηθά, ε απνδνρή ησλ παξαπάλσ αξρψλ καο νδεγεί ζηελ πηνζέηεζε 
«ελεξγεηηθψλ κεζφδσλ» κάζεζεο. Με ηνλ φξν απηφ ελλννχκε καζεζηαθέο 
δξαζηεξηφηεηεο πνπ πεξηιακβάλνπλ εξεπλεηηθέο εξγαζίεο, επίιπζε πξνβιεκάησλ, 
εξγαζία ζε κηθξέο νκάδεο καζεηψλ. Σέηνηεο δξαζηεξηφηεηεο κπνξεί λα είλαη 
πξνζεθηηθά ζρεδηαζκέλα πξνβιήκαηα πνπ λα νδεγνχλ ηνπο καζεηέο λα θάλνπλ 
ππνζέζεηο θαη εηθαζίεο, λα ειέγρνπλ ηηο ππνζέζεηο ηνπο, λα παξαηεξνχλ θαη λα 
αλαπηχζζνπλ έλα κνληέιν, λα αθνινπζνχλ πξνζεγγηζηηθέο θαη αξηζκεηηθέο 
κεζφδνπο, λα «κεηαθξάδνπλ» έλα κνληέιν απφ έλα αλαπαξαζηαζηαθφ ζχζηεκα ζε 
έλα άιιν, γηα παξάδεηγκα απφ γισζζηθή πεξηγξαθή ζε αιγεβξηθφ ηχπν, απφ 
αιγεβξηθφ ηχπν ζε γξαθηθή παξάζηαζε, απφ πίλαθα ηηκψλ ζε αιγεβξηθφ ηχπν θηι. 
Με ηνλ ίδην φξν ελλννχκε επίζεο, ηελ αλάπηπμε κηαο ζηάζεο γηα ελεξγεηηθή λνεηηθή 
δξαζηεξηφηεηα, ζε αληίζεζε κε ηελ παζεηηθή πνπ ραξαθηεξίδεηαη απφ ηελ 
απνκλεκφλεπζε θαη ηελ εμάζθεζε.  

 Σν δεηνύκελν είλαη ε αλάπηπμε κηαο ελεξγεηηθήο θαη εξεπλεηηθήο ζηάζεο 
ησλ καζεηώλ σο πξνο ηα Μαζεκαηηθά.  
Ζ απνδνρή απηνχ ηνπ ζηφρνπ ηνπνζεηεί ζε θεληξηθή ζέζε ην πξφβιεκα θαη ηηο 
δηαδηθαζίεο Λχζεο Πξνβιήκαηνο. ΢πκπιεξψλνπκε ινηπφλ ηηο πξνεγνχκελεο 
παξαδνρέο θαη κε ηελ αθφινπζε:  

 Σν Πξόβιεκα είλαη «πεγή» λνήκαηνο ηεο καζεκαηηθήο γλώζεο. Σα 
απνηειέζκαηα ησλ λνεηηθψλ δηεξγαζηψλ ζπληζηνχλ γλψζε, κφλνλ φηαλ 
απνδεηρζνχλ επαξθή θαη αμηφπηζηα ζηελ επίιπζε πξνβιεκάησλ. (Ζ 
επηζηεκνινγηθή ππφζεζε).  
΢χκθσλα κε ηελ παξαδνρή απηή, ην πεδίν «δνθηκαζίαο» ηεο γλψζεο ελφο 
καζεηή είλαη ε επίιπζε πξνβιεκάησλ θαη φρη ε εμέηαζε αιγνξίζκσλ , θαλφλσλ 
θαη ηχπσλ. Γεληθφηεξα, θάζε δάζθαινο ησλ Μαζεκαηηθψλ ζα πξέπεη λα έρεη 
ππφςε ηνπ φηη κε ηα πξνβιήκαηα:  

Γηθαηνινγνχκε ηελ ίδηα ηε δηαδηθαζία ηεο δηδαζθαιίαο, απνθαιχπηνληαο ηελ 
αμία θαη ηε ρξεζηκφηεηα ησλ Μαζεκαηηθψλ .  

Γίλνπκε θίλεηξα ζηνπο καζεηέο λα ελδηαθεξζνχλ γηα ηα Μαζεκαηηθά.  
Δηζάγνπκε θαιχηεξα θαηλνχξηεο έλλνηεο ή δηδαθηηθέο ελφηεηεο.  
Βνεζνχκε ηνπο καζεηέο λα αλαπηχμνπλ ηηο γλψζεηο ηνπο κε πην 

απνηειεζκαηηθφ ηξφπν.  
Διέγρνπκε ην βαζκφ θαηαλφεζεο ησλ καζεηψλ ζηηο καζεκαηηθέο έλλνηεο.  

Αλ ηψξα επηρεηξνχζακε λα δψζνπκε απάληεζε ζην εξψηεκα «ηη ζεκαίλεη 
καζαίλσ Μαζεκαηηθά» ζα κπνξνχζακε λα πνχκε φηη «καζαίλσ Μαζεκαηηθά» 
ζεκαίλεη:  

Μαζαίλσ ηνπο αιγφξηζκνπο θαη ηηο απνδεηθηηθέο δηαδηθαζίεο.  
Μαζαίλσ λα δηαθξίλσ ζε πνηα πεξίπησζε ζα ρξεζηκνπνηψ  ηνλ θάζε 
αιγφξηζκν θαη ηελ θαηάιιειε απνδεηθηηθή δηαδηθαζία.  
Μαζαίλσ λα ρξεζηκνπνηψ ηνπο αιγφξηζκνπο θαη ηηο απνδεηθηηθέο δηαδηθαζίεο 
ζηελ επίιπζε πξνβιεκάησλ.  
Μαζαίλσ λα ζθέπηνκαη κε καζεκαηηθφ ηξφπν, δειαδή λα νηθνδνκψ ηε 
καζεκαηηθή δνκή ελφο ζέκαηνο ή κηαο έλλνηαο θαη λα εθθξάδσ ηηο ζθέςεηο κνπ 
κε ηε γιψζζα θαη ηα ζχκβνια ησλ Μαζεκαηηθψλ. 

 
3. Πξνηάζεηο γηα ην ζρεδηαζκό δηδαζθαιίαο  
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Έλα απφ ηα βαζηθά δεηήκαηα ηεο δηδαζθαιίαο ησλ Μαζεκαηηθψλ είλαη ν ηξφπνο 

κε ηνλ νπνίν ν δάζθαινο κπνξεί λα βνεζήζεη ηνπο καζεηέο ηνπ λα θαηαζθεπάζνπλ 
ηδέεο θαη έλλνηεο πνπ ε καζεκαηηθή θνηλφηεηα ρξεηάζηεθε εθαηνληάδεο ή ρηιηάδεο 
ρξφληα λα αλαπηχμεη. Σαπηφρξνλα, ε εξγαζία ηνπ δαζθάινπ θαη απηή ηνπ καζεηή 
ραξαθηεξίδνληαη απφ αληίζεηεο ηξνρηέο. Έηζη, απφ ηε κηα κεξηά ν δάζθαινο ζα 
πξέπεη λα ηνπνζεηήζεη ηε γλψζε ζε θαηάιιεια, νηθεία γηα ην καζεηή, πιαίζηα, λα ηελ 
«πξνζσπνπνηήζεη» θαηά θάπνην ηξφπν, ελψ απφ ηελ άιιε ν καζεηήο ζα πξέπεη λα 
θάλεη ηελ αληίζεηε ηξνρηά φπνπ απφ ηα ζπγθεθξηκέλα πιαίζηα κε δηαδνρηθέο 
αθαηξέζεηο θαη γεληθεχζεηο, ζα θαηαθηήζεη ηε καζεκαηηθή δνκή ηνπ ζέκαηνο. Σα 
«εξγαιεία» κε ηα νπνία πινπνηνχκε θάζε ζρεδηαζκφ είλαη ηα πξνβιήκαηα, κε ηα 
νπνία ζπλζέηνπκε ηελ ππνζεηηθή καζεζηαθή ηξνρηά ηνπ καζεηή, δειαδή ηελ 
πξφβιεςε πνπ θάλνπκε γηα ηνλ ηξφπν κε ηνλ νπνίν ζα ζέιακε λα «κεηαθηλεζεί» ε 
ζθέςε ηνπ καζεηή πξνθεηκέλνπ λα  αλαπηπxζεί ε κάζεζε.  

Ο ζxεδηαζκφο πνπ πξνηείλνπκε αλαθέξεηαη ζε κηα νιφθιεξε δηδαθηηθή ελφηεηα, 
ζηελ νπνία ζα έρνπκε επηζεκάλεη ηνλ θχξην ζηφρν, θαη κφλν κέζα απφ απηφ ην 
ζρεδηαζκφ απνθηά λφεκα έλα ζπγθεθξηκέλν κάζεκα. Ο ζρεδηαζκφο κπνξεί λα έρεη 
ηξία κέξε.  

΢ην πξώην κέξνο δίλνπκε έλα πξφβιεκα-έλα εξψηεκα, ε επίιπζε ή ε 
απάληεζε ηνπ νπνίνπ ζα νδεγήζεη ζηελ αλαγθαηφηεηα ηεο εηζαγσγήο ηεο έλλνηαο 
πνπ ζέινπκε λα δηδάμνπκε. Λέγνληαο «επίιπζε» ζην κέξνο απηφ, ελλννχκε φηη νη 
καζεηέο ζα ην πξνζεγγίζνπλ δηαηζζεηηθά πξνθεηκέλνπ λα αλαπηχμνπλ εηθαζίεο ή 
ππνζέζεηο ηηο νπνίεο ζηε ζπλέρεηα ζα επηρεηξήζνπλ λα ηηο ειέγμνπλ επίζεο 
δηαηζζεηηθά - εκπεηξηθά. Ζ αλάπηπμε εηθαζηψλ θαη ππνζέζεσλ θαη ε ηάζε γηα ηνλ 
έιεγρφ ηνπο είλαη έλα ζαθέο κήλπκα φηη έρνπλ αξρίζεη λα δηακνξθψλνπλ ηελ 
ελεξγεηηθή θαη εξεπλεηηθή ζηάζε σο πξνο ηα Μαζεκαηηθά. Μόλνλ αθνύ έρνπλ βξεη ηα 
δηθά ηνπο απνηειέζκαηα θαη έρνπλ αλαπηύμεη ηηο εηθαζίεο ηνπο, νη καζεηέο αξρίδνπλ λα 
αλαγλωξίδνπλ ηελ αλαγθαηόηεηα ηεο γελίθεπζεο θαη ηεο απόδεημεο. Γηα ηελ αθξίβεηα, 
φηαλ νη καζεηέο βξνπλ ηα δηθά ηνπο απνηειέζκαηα, ηφηε ε απφδεημε κπνξεί 
πξαγκαηηθά λα ζεσξεζεί ζεκαληηθή - γηαηί ηφηε έρνπκε αλάγθε λα πεηζηνχκε γηα 
πξάγκαηα πνπ δελ είκαζηε βέβαηνη, ελψ ζηηο πεξηζζφηεξεο πεξηπηψζεηο ζην ζρνιείν 
παξνπζηάδνληαη απνδείμεηο γηα απνηειέζκαηα πνπ νη καζεηέο ζεσξνχλ φηη θαλείο δελ 
κπνξεί λα έρεη ακθηβνιία!  

΢ην δεύηεξν κέξνο ζα γίλεη ε κεηάβαζε απφ ηηο εκπεηξηθέο - δηαηζζεηηθέο 
αληηιήςεηο ζε «απνδεηθηηθέο» κεζφδνπο, ρσξίο ε έλλνηα ηεο απφδεημεο λα 
παξαπέκπεη απαξαίηεηα ζηηο γλσζηέο ηππηθέο καζεκαηηθέο κεζφδνπο. Απηφ 
εμαξηάηαη απφ ην επίπεδν ησλ καζεηψλ πνπ αλαθεξφκαζηε θαη ην ζηφρν πνπ 
έρνπκε. ΢ε θάζε πεξίπησζε, ην δεχηεξν κέξνο έρεη ζθνπφ λα απνζπάζεη ηε ζθέςε 
ηνπ καζεηή απφ ηα πιαίζηα ηνπ ζπγθεθξηκέλνπ πξνβιήκαηνο θαη λα ηνλ εηζάγεη ζηε 
καζεκαηηθή δνκή ηνπ ζέκαηνο πνπ δηαπξαγκαηεχεηαη. 

΢ην ηξίην κέξνο ζεσξείηαη γλσζηή ε έλλνηα πνπ δηδάρζεθε θαη ηελ νπνία 
ρξεζηκνπνηνχκε γηα λα ιχζνπκε πξνβιήκαηα θαη εθαξκνγέο. Σν κέξνο απηφ 
ρξεζηκεχεη ζην λα δηεπξχλεη ηηο εκπεηξίεο ησλ καζεηψλ γηα ην πεδίν εθαξκνγήο ηεο 
έλλνηαο. Γη' απηφ ην ιφγν ζα πξέπεη λα γίλεηαη εδψ έλα είδνο αλαζθφπεζεο. Με ηνλ 
φξν «αλαζθφπεζε» ελλννχκε ηε ζπδήηεζε ζην ηέινο ηνπ καζήκαηνο, φπνπ ζα 
ζπλνςίδνληαη νη εθαξκνγέο ηεο έλλνηαο έηζη φπσο πξνθχπηνπλ απφ ηα πξνβιήκαηα 
πνπ ιχζεθαλ θαη ζα ζπλδέεηαη ε έλλνηα κε εθθξάζεηο ηεο θαζεκεξηλήο γιψζζαο, 
φπνπ απηφ είλαη εθηθηφ, γηα παξάδεηγκα «νη ζπλαξηήζεηο ηνπ εκίηνλνπ θαη 
ζπλεκίηνλνπ είλαη θαηάιιειεο γηα λα πεξηγξάθνπκε πεξηνδηθά θαηλόκελα».  

Απφ φζα έρνπκε αλαθέξεη κέρξη ηψξα είλαη θαλεξφ φηη έλα κεγάιν κέξνο ηεο 
πξνζνρήο καο εζηηάδεηαη ζηελ επίιπζε πξνβιεκάησλ. 'Όκσο, κε ηνλ φξν 
«πξφβιεκα» δελ ελλννχκε κφλνλ ηα γλσζηά πξνβιήκαηα ησλ ζρνιηθψλ βηβιίσλ 
αιιά θαη ηα ιεγφκελα «αλνηθηά πξνβιήκαηα». Γεληθά, ζα νλνκάζνπκε αλνηθηφ ην 
πξφβιεκα πνπ κπνξεί λα εξκελεπηεί κε πνιινχο ηξφπνπο θαη επνκέλσο δέρεηαη 
δηαθνξεηηθέο ιχζεηο. Σν γεγνλφο απηφ αλαγθάδεη ην καζεηή λα πάξεη πξσηνβνπιίεο 
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θαηά ηε δηάξθεηα ηεο επίιπζήο ηνπ. Γηα παξάδεηγκα, ην πξφβιεκα «Να ζρεδηάζεηε 
κηα εθδξνκή ηνπ ζρνιείνπ ζαο κε ιεσθνξεία» είλαη αλνηθηφ. Αληίζεηα, ην πξφβιεκα 
«Να βξείηε πφζα ιεσθνξεία ζα ρξεηαζηνχλ γηα λα κεηαθηλεζνχλ 300 καζεηέο ελφο 
ζρνιείνπ, φηαλ ην θάζε ιεσθνξείν ρσξάεη 50 καζεηέο», είλαη έλα θιεηζηφ ηππηθφ 
ζρνιηθφ πξφβιεκα. ΢ε πνιιέο πεξηπηψζεηο, κηα δηαθνξεηηθή δηαηχπσζε είλαη αξθεηή 
γηα λα εηζάγεη έλα βαζκφ πξσηνβνπιίαο ζηνπο καζεηέο. 'Έηζη, αληί ζην παξαθάησ 
ηξίγσλν λα δεηήζνπκε γηα παξάδεηγκα «λα ππνινγίζεηε ηελ πιεπξά ΑΒ» , ε εξψηεζε 
κπνξεί λα δηαηππσζεί σο εμήο: «ζην αθφινπζν ζρήκα λα ππνινγίζεηε φζα ζηνηρεία 
ηνπ ηξηγψλνπ κπνξείηε». 

 

 
 

Φπζηθά, ηα φζα αλαθέξακε απνηεινχλ κφλνλ λχμεηο γηα ην ελδηαθέξνλ δήηεκα 
ηνπ «αλνηθηνχ πξνβιήκαηνο» θαη ην ξφιν ηνπ ζηε δηαδηθαζία ηεο κάζεζεο. Απφ ηελ 
άιιε κεξηά, είλαη ζαθέο φηη νη πην πνιιέο αζθήζεηο θαη ηα πξνβιήκαηα ησλ ζρνιηθψλ 
βηβιίσλ είλαη θιεηζηά. 'Όκσο, ην λα δίλνπκε κεξηθέο θνξέο, ζηνπο καζεηέο καο 
αλνηθηέο δξαζηεξηφηεηεο αληί γηα αζθήζεηο ησλ δχν ή ηξηψλ ιεπηψλ, είλαη έλα βήκα 
πξνο ηε κεηαθνξά ηεο ππεπζπλφηεηαο ηεο δηαδηθαζίαο ηεο κάζεζεο απφ ην δάζθαιν 
ζην καζεηή.  

 
4. Η θαζεκεξηλή δηδαθηηθή πξαθηηθή. 

 
Πνηεο είλαη νη ζπλέπεηεο ησλ πξνηάζεψλ καο ζηελ ηάμε; Θα πξέπεη λα 

ηνλίζνπκε όηη νη πξνηάζεηο απηέο παξνπζηάδνληαη σο δνθηκαζηηθέο ή 
ελαιιαθηηθέο ηδέεο γηα όζνπο ζειήζνπλ λα ηηο εθαξκόζνπλ κέζα ζηελ ηάμε. 
Δμάιινπ, ζεσξνύκε 6έ6αην όηη γηα πνιινύο νη πξνηάζεηο απηέο δελ είλαη 
άγλσζηεο θαη όηη αξθεηνί θαζεγεηέο ρξεζηκνπνηνύλ παξόκνηεο επηινγέο ζηηο 
ηάμεηο ηνπο. 'Όκσο είλαη θαηαλνεηφ φηη ε ζπζηεκαηηθή εηζαγσγή ηνπο ζηελ 
θαζεκεξηλή δηδαθηηθή πξαθηηθή απαηηεί κηα καθξόρξνλε πνξεία ε νπνία ζα πξέπεη λα 
ππνζηεξηρζεί από έλα κεζνδηθό πξόγξακκα επηκόξθωζεο.  

Απφ ηελ άιιε κεξηά, κε θαλέλαλ ηξφπν δελ πξέπεη λα δεκηνπξγεζεί ε εληχπσζε 
πσο φ,ηη γίλεηαη ζήκεξα κέζα ζηελ ηάμε είλαη θαηαδηθαζηέν. Αληίζεηα, νη επηινγέο ηνπ 
«παξαδνζηαθνχ» κνληέινπ ελζσκαηψλνληαη θαη απνθηνχλ έλα πην ζπγθεθξηκέλν 
πεξηερφκελν κέζα ζε έλα επξχηεξν θάζκα δηδαθηηθψλ ελεξγεηψλ .'Έηζη, γηα 
παξάδεηγκα νχηε ζπλήζεηο αζθήζεηο θαη πξνβιήκαηα ζα πξέπεη λα αγλνεζνχλ νχηε ε 
παξνπζίαζε ηνπ καζήκαηνο απφ ηνλ ίδην ην δάζθαιν. Δθείλα πνπ πξέπεη λα καο 
απαζρνιήζνπλ είλαη εξσηήκαηα φπσο: ΢ε πνηα πεξίπησζε θαη γηα πνην ιόγν ν 
δάζθαινο ζα επηιέμεη λα παξνπζηάζεη ν ίδηνο ην κάζεκα ή πόηε θαη γηαηί ζα 
θάλεη εξεπλεηηθέο δξαζηεξηόηεηεο αληί γηα αζθήζεηο;  

Όπσο έρνπκε ήδε ηνλίζεη, δελ ππάξρνπλ ζπγθεθξηκέλεο δηδαθηηθέο πξνζεγγίζεηο, 
ππάξρνπλ κφλν ζπγθεθξηκέλεο γεληθέο αξρέο. Μηα δηδαθηηθή πξνζέγγηζε (δειαδή 
έλαο ηξφπνο πινπνίεζεο ησλ αξρψλ) εμαξηάηαη ηφζν απφ ην ίδην ην ζέκα φζν θαη 
απφ ην δάζθαιν θαη ηνπο καζεηέο ηνπ. Μηα δηδαζθαιία πνπ απνδεηθλχεηαη επηηπρήο 
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ζε θάπνηα ζρνιηθή ηάμε κπνξεί λα κελ είλαη θαηάιιειε γηα θάπνηα άιιε. Παξ' φια 
απηά, ππάξρνπλ ζπγθεθξηκέλεο επηινγέο πνπ κπνξνχκε λα ρξεζηκνπνηήζνπκε ζηελ 
ηάμε φπσο:  

 Ζ παξνπζίαζε ηνπ καζήκαηνο απφ ην δάζθαιν (επζεία ή κεησπηθή δηδαζθαιία).  

 ΢πδήηεζε αλάκεζα ζην δάζθαιν θαη ηνπο καζεηέο ή αλάκεζα ζηνπο, καζεηέο.  

 Πξαθηηθέο δξαζηεξηφηεηεο.  

 Δμάζθεζε θαη πξαθηηθή ζε βαζηθέο δεμηφηεηεο.  

 Λχζε Πξνβιήκαηνο, φπνπ εδψ ελλννχκε ηφζν ηα «θαζαξά» καζεκαηηθά φζν θαη 
ηα πξαγκαηηθά πξνβιήκαηα, δειαδή πξνβιήκαηα πνπ αλαθέξνληαη ζε 
εμσκαζεκαηηθέο θαηαζηάζεηο.  

 Δξεπλεηηθέο δξαζηεξηφηεηεο θαη εξεπλεηηθέο εξγαζίεο. 
 

Πφηε γηα παξάδεηγκα ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηελ παξνπζίαζε; ΢χληνκα, 
αλαθέξνπκε φηη ηε δηδαζθαιία απηή ρξεζηκνπνηνχκε φηαλ ζέινπκε λα δείμνπκε θάηη, 
λα δψζνπκε πιεξνθνξίεο, λα παξνπζηάζνπκε έλα γεγνλφο. Απφ κφλε ηεο δελ 
επαξθεί γηα ηελ θαηαλφεζε, γηα ηελ αλάπηπμε δεμηνηήησλ ιχζεο πξνβιήκαηνο θαη 
εξεπλεηηθψλ δξαζηεξηνηήησλ.  

Αληίζεηα, ε θαηαλφεζε ελφο ζέκαηνο ή κηαο έλλνηαο, είλαη δπλαηόλ λα 
αλαπηπxζεί κέζα απφ ζρεδηαζκφ δηδαζθαιίαο ζε ηξία κέξε φπσο ηελ πεξηγξάςακε 
ζηελ πξνεγνχκελε παξάγξαθν. ΢ηελ πξαγκαηηθφηεηα, ε πξνζέγγηζε απηή πξνηείλεη 
ηελ δηδαζθαιία ησλ Μαζεκαηηθψλ κε δηαδηθαζίεο Λχζεο Πξνβιήκαηνο, φπνπ ε 
επίιπζε πξνβιεκάησλ δηεπξχλεηαη σο έλλνηα θαη απνηειεί ην πιαίζην κέζα ζην 
νπνίν αλαπηύζζεηαη ε κάζεζε.  

΢πλήζσο νη εξεπλεηηθέο δξαζηεξηφηεηεο, ή απιά δξαζηεξηφηεηεο, είηε δίλνληαη 
απφ ηνλ θαζεγεηή γηα δηεξεχλεζε κέζα ζηελ ηάμε είηε πξνθχπηνπλ απφ εξσηήζεηο 
ησλ καζεηψλ, γηα παξάδεηγκα «ζα κπνξνχζακε λα έρνπκε ην ίδην απνηέιεζκα κε 
άιινπο αξηζκνχο;» ή «ηη ζα ζπκβεί αλ...». ΢ηελ ηειεπηαία απηή πεξίπησζε, πνπ είλαη 
πνιχ ζπρλή, ε νπζηαζηηθή ζπλζήθε γηα ηελ πξαγκαηνπνίεζε κηαο δξαζηεξηφηεηαο 
είλαη ε επηζπκία ηνπ δαζθάινπ λα δηεξεπλήζνπλ νη καζεηέο ην δήηεκα θαη φρη λα 
δψζεη ν ίδηνο ηελ απάληεζε. Δίλαη πξνθαλέο φηη ην «θιίκα» ηεο ηάμεο πξέπεη λα 
επλνεί θαη λα πξνσζεί ηέηνηνπ είδνπο εξσηήζεηο. Απφ ηελ άιιε κεξηά, νη  εξεπλεηηθέο 
εξγαζίεο είλαη δξαζηεξηφηεηεο πνπ απαηηνχλ πεξηζζφηεξν ρξφλν, γηα παξάδεηγκα κία 
ή δχν εβδνκάδεο, κε ζηφρν νη καζεηέο:   

 Να εμεηάζνπλ, λα αλαιχζνπλ θαη λα δψζνπλ απαληήζεηο ζε έλα ζπγθεθξηκέλν 
πξφβιεκα, ή κηα ζεηξά πξνβιεκάησλ πνπ λα ζπλδένληαη κεηαμχ ηνπο, ή ζε κηα 
πξαγκαηηθή θαηάζηαζε, ε νπνία είλαη αξθεηά ζχλζεηε, ψζηε λα δηεξεπλεζεί κέζα 
ζηελ ηάμε ή λα είλαη έηνηκε ζην επφκελν κάζεκα. ΢ηελ πεξίπησζε απηή ηα 
Μαζεκαηηθά πνπ απαηηνχληαη είλαη γλσζηά.  

 Να δηεξεπλήζνπλ έλα ζέκα απφ ηελ ηζηνξία ησλ Μαζεκαηηθψλ.  

 Να αλαπηχμνπλ έλα ζέκα ηεο δηδαθηέαο χιεο ηνπο, κέζα ζε κηα ή δχν εβδνκάδεο, 
αληί λα δηδαρζεί ην ίδην ζέκα ζηελ ηάμε. 

.  
Σέινο, ηα ηειεπηαία ρξφληα νη έξεπλεο ηεο Γηδαθηηθήο ησλ Μαζεκαηηθψλ έρνπλ 

αλαδείμεη ηελ αμία ηεο εξγαζίαο ησλ καζεηψλ ζε νκάδεο. Σελ πξφηαζε απηή 
κπνξνχκε λα ηε δνχκε ζε δχν επίπεδα:  

΢ε επίπεδν αξρώλ: ΢ρεδφλ θακία ιχζε επηζηεκνληθνχ ή θνηλσληθνχ 
πξνβιήκαηνο δελ είλαη πιένλ απνηέιεζκα ηεο εξγαζίαο ελφο κφλνλ αηφκνπ, ελψ ζα 
πξέπεη, επίζεο, λα ηε δνχκε θαη ζε ζπλάξηεζε κε ην εξψηεκα «πνην είλαη ην είδνο 
ηνπ πνιίηε πνπ έρεη αλάγθε ε θνηλσλία καο;» Καη εδψ ελλννχκε φρη κφλν ηνλ 
ελεκεξσκέλν πνιίηε αιιά θαη εθείλνλ ν νπνίνο αθνχεη θαη ππνινγίδεη ηε γλψκε ηνπ 
άιινπ θαη ζπλεξγάδεηαη ζηα πιαίζηα κηαο νκάδαο εξγαζίαο, γεγνλφο πνπ ηνπ 
πξνζζέηεη αμηφινγα ζηνηρεία ζηε γεληθφηεξε παηδεία ηνπ, θαη φρη κφλν ζηε 
καζεκαηηθή ηνπ εθπαίδεπζε.  



 14 

΢ε επίπεδν δηδαθηηθήο πξαθηηθήο: 'Έξεπλεο έρνπλ επηζεκάλεη φηη ε ζπλεξγαζία 
ησλ καζεηψλ αλαπηχζζεη πνιιαπιέο θαη δηαθνξεηηθέο πξνζεγγίζεηο ζε έλα 
πξφβιεκα. Δπίζεο, έλα ζεκαληηθφ πιενλέθηεκα θαίλεηαη λα είλαη ε επθαηξία πνπ 
έρνπλ νη καζεηέο λα ζπδεηνχλ ηηο απφςεηο θαη ηδέεο ηνπο, γεγνλφο πνπ δηεπθνιχλεη 
ηελ επηζήκαλζε ησλ πξνζσπηθψλ ηδεψλ θαη ηελ νκνγελνπνηήζε ησλ δηαθνξεηηθψλ 
λνεκάησλ ζχκθσλα κε απηά πνπ απαηηεί ε καζεκαηηθή θνηλφηεηα (βιέπε παξάγξαθν 
2, 3ε παξαδνρή). Όκσο, ην πην ζεκαληηθφ ζηνηρείν ηεο εξγαζίαο ζε νκάδεο, είλαη ην 
γεγνλφο φηη επηηξέπεη λα αλαπηπρζεί ε ηθαλφηεηα λα παίξλνπκε απνζηάζεηο απφ ηηο 
πξάμεηο καο θαη λα ηηο θξίλνπκε. Ζ ζπδήηεζε ζε νκάδεο δηεπθνιχλεη ηελ αλάπηπμή 
ηεο, ε νπνία ζεσξείηαη ηφζν ζεκαληηθή ψζηε θάπνηνη εξεπλεηέο λα ηζρπξίδνληαη φηη 
είλαη απηή ε ηθαλφηεηα πνπ μερσξίδεη ηνλ έκπεηξν καζεκαηηθφ απφ ηνλ κε έκπεηξν. 
Δμάιινπ, «ε θξηηηθή ζθέςε», κε φ,ηη κπνξεί λα ελλνεί θαλείο κε ηνλ φξν απηφ, ζα 
πξέπεη λα έρεη σο βαζηθφ ηεο ζπζηαηηθφ απηήλ ηελ ηθαλφηεηα.  

 
 
 

Παξαδείγκαηα από ηελ Άιγεβξα 
 
Ζ ζεηξά καζεκάησλ πνπ αθνινπζεί, πξνηείλεηαη σο ελαιιαθηηθή ιχζε γηα ηε 

δηδαζθαιία ηεο παξαγξάθνπ: 
«Μνλνηνλία – Αθξφηαηα ζπλάξηεζεο» 

 

1ν Μάζεκα:    ΜΟΝΟΣΟΝΙΑ ΢ΤΝΑΡΣΗ΢Η΢ 

 

1. Γλεζίσο αύμνπζα ζπλάξηεζε 
 ΢ηελ αξρή δίλεηαη ην αθφινπζν πξφβιεκα: 

 
ΠΡΟΒΛΖΜΑ: ΢ην παξαθάησ ζρήκα δίλεηαη ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζεξκνθξαζίαο 

( )T t  ελφο ηφπνπ ζην ρξνληθφ δηάζηεκα απφ ηηο 4 ην πξσί κηαο κέξαο κέρξη ηηο 12 ην 

βξάδπ ηεο ίδηαο κέξαο 
 

 
  α) Να θπθιψζεηε ηε ζσζηή απάληεζε: 

Όηαλ νη ηηκέο ηνπ δηαζηήκαηνο Γ=[4,16] απμάλνληαη, ηφηε νη ηηκέο ηεο 

ζεξκνθξαζίαο ( )T t : 

Α) απμάλνληαη       
Β) κεηψλνληαη      
Γ) παξακέλνπλ ζηαζεξέο 

  β) Αλ 1 2,t t  είλαη δπν ζεκεία ηνπ δηαζηήκαηνο Γ, λα ζπκπιεξψζεηε ηε ζπλεπαγσγή: 

αλ 1 2t t    ηφηε   1 2( ) ( )T t T t  
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  γ) ΢ην δηάζηεκα Γ ε ζπλάξηεζε Σ: 

Α) δηαηεξεί ηε θνξά ηεο αληζφηεηαο       
Β) αιιάδεη ηε θνξά ηεο αληζφηεηαο      
Γ) κεηαηξέπεη  ηελ αληζφηεηα ζε ηζφηεηα 

 

 ΢ηε ζπλέρεηα λα δνζεί ν νξηζκφο ηεο γλεζίσο αχμνπζαο ζπλάξηεζεο ζε δηάζηεκα 
Γ. 

 

 Έπεηηα, κε ηε βνήζεηα ηνπ νξηζκνχ απηνχ, νη καζεηέο λα απνδείμνπλ φηη ε 

ζπλάξηεζε ( ) 2 1f x x είλαη γλεζίσο αχμνπζα ζπκπιεξψλνληαο ηηο αληζφηεηεο 

πνπ απνπζηάδνπλ: 
  

1 2x x  

1 22 2x x  

1 22 1 2 1x x  

1 2( ) ( )f x f x  

 

 Με ίδην ηξφπν νη καζεηέο λα απνδείμνπλ φηη ε ζπλάξηεζε ( )f x x , κε 

0είλαη γλεζίσο αχμνπζα. 

 
 

2) Γλεζίσο θζίλνπζα ζπλάξηεζε  
 Ζ έλλνηα ηεο γλεζίσο θζίλνπζαο ζπλάξηεζεο λα παξνπζηαζηεί αλαιφγσο. 

 ΢ηε ζπλέρεηα λα απνδεηρηεί φηη ε ζπλάξηεζε ( ) 2 1f x x  θαη γεληθά φηη ε 

ζπλάξηεζε ( ) ,  0,f x x  είλαη γλεζίσο θζίλνπζα. 

3) Αζθήζεηο γηα ην ζπίηη 
 

i) Άζθεζε 3 ηεο ζειίδαο 92 
 

ii) Να βξείηε ηα δηαζηήκαηα ζηα νπνία θάζε κία, απφ ηηο παξαθάησ ζπλαξηήζεηο 
είλαη:   α) γλεζίσο αχμνπζα     θαη      β) γλεζίσο θζίλνπζα 

 

 
iii) Να απνδείμεηε φηη νη παξαθάησ ζπλαξηήζεηο είλαη γλεζίσο κνλφηνλεο: 

α) ( )f x x ,                           β) ( ) 8 2f x x                                                                     

γ) 
1

( ) 3f x
x

, ζην (0, )      δ)
4

( ) 3f x
x

,    ζην (0, )  

iv)   Ζ άζθεζε 1 ηεο ζειίδαο 92 
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2ν Μάζεκα   ΑΚΡΟΣΑΣΑ ΢ΤΝΑΡΣΗ΢Η΢ 
 

1. Διάρηζην ζπλάξηεζεο  
 

 ΢ηελ αξρή δίλεηαη ζηνπο καζεηέο ην αθφινπζν πξφβιεκα 
 

ΠΡΟΒΛΖΜΑ: ΢ην παξαθάησ ζρήκα δίλεηαη ε ζεξκνθξαζία ( )T t  ελφο ηφπνπ ζην 

ρξνληθφ δηάζηεκα απφ ηηο 12 ην βξάδπ κηαο εκέξαο κέρξη ηηο 12 ην βξάδπ ηεο 
επνκέλεο. 

 
α)  Πφηε ε ζεξκνθξαζία ηνπ ηφπνπ παίξλεη ηε ειάρηζηε ηηκή ηεο; Πνηα είλαη ε ειάρηζηε 

ηηκή ηεο ζεξκνθξαζίαο ηνπ ηφπνπ; 
β)   Πνην  είλαη ην είδνο ηεο κνλνηνλίαο ηεο Τ εθαηέξσζελ ηνπ ζεκείνπ ζην νπνίν ε 

ζεξκνθξαζία παίξλεη ηελ ειάρηζηε ηηκή ηεο: 
γ)   Να ζπκπιεξψζεηε ηελ αληζφηεηα:  

                 ( ) (4)T t T ,        γηα θάζε 0,24t  

 ΢ηε ζπλέρεηα λα δνζεί ν νξηζκφο ηνπ ειαρίζηνπ ζπλάξηεζεο  θαη λα μεθαζαξηζηεί 
ε δηαθνξά αλάκεζα ζηηο έλλνηεο: «ζέζε ειαρίζηνπ ζπλάξηεζεο», «ειάρηζην 
ζπλάξηεζεο» θαη «ρακειφηεξν ζεκείν ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ζπλάξηεζεο». 

 Έπεηηα, κε ηε βνήζεηα ηνπ νξηζκνχ απηνχ νη καζεηέο λα απνδείμνπλ φηη ε 

ζπλάξηεζε 
2( ) 2 3f x x  έρεη ειάρηζην ην (0) 3f , ζπκπιεξψλνληαο ηηο 

αληζφηεηεο πνπ απνπζηάδνπλ: 

                   
2 0x , γηα θάζε x   

         
22 0x  , γηα θάζε x   

                                            
22 3.....3x  , γηα θάζε x   

                                          ( ) (0)f x f , γηα θάζε x    

 

 Οκνίσο θαη γηα ηε ζπλάξηεζε ( ) 2 1 5f x x . 

 

2. Μέγηζην ζπλάξηεζεο 
 
Ζ έλλνηα ηνπ κεγίζηνπ ζπλάξηεζεο λα παξνπζηαζηεί αλαιφγσο. 
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3. Αζθήζεηο γηα ην ζπίηη 
 

 α) Να βξείηε (αλ ππάξρνπλ) ηα αθξφηαηα θαη ηηο ζέζεηο αθξνηάησλ ησλ παξαθάησ 
ζπλαξηήζεσλ: 
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β)  H άζθεζε  4 ηεο ζειίδαο 92. 
 
 
 
 
 

ΠΡΟΣΑ΢ΔΙ΢ ΓΙΑ ΑΞΙΟΛΟΓΗ΢Η 
 

Δξσηήζεηο δηαθόξσλ ηύπσλ. 
 

Οη εξσηήζεηο απηνχ ηνπ ηχπνπ απνηεινχλ έλαλ θαιφ ηξφπν κε ηνλ νπνίν 
κπνξνχκε λα επηζεκάλνπκε ηα ελδερφκελα ιάζε θαη ηηο ελδερφκελεο παξαλνήζεηο 
ησλ καζεηψλ ζε έλα ζέκα. Σν παξάδεηγκα πνπ αθνινπζεί αλαθέξεηαη ζην πξφζεκν 
ηνπ ηξησλχκνπ. 

 

1. Γίλεηαη φηη ε γξαθηθή παξάζηαζε κηαο ζπλάξηεζεο f είλαη ε αθφινπζε: 

 

 

Με ηε βνήζεηα ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο f : 

i)   Να θπθιψζεηε ηε ζσζηή απάληεζε: 

 Σν (2)f    είλαη:        Α.  ζεηηθφ,  Β. αξλεηηθφ,  Γ.  κεδέλ. 

 Σν ( 2)f  είλαη:        Α.  ζεηηθφ,  Β. αξλεηηθφ,  Γ.  κεδέλ 

 Σν ( 1)f  είλαη:        Α.  ζεηηθφ,  Β. αξλεηηθφ,  Γ.  κεδέλ 

 Σν (0)f    είλαη:        Α.  ζεηηθφ,  Β. αξλεηηθφ,  Γ.  κεδέλ. 

 Σν (1)f     είλαη:       Α.  ζεηηθφ,  Β. αξλεηηθφ,   Γ.  κεδέλ 

 
ii) Να ζπκπιεξψζεηε ηηο ηζνδπλακίεο: 

                        ( ) 0f x …………………… 

                        ( ) 0f x …………………… 

                        ( ) 0f x …………………… 

 

2. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε 
2( ) 4 3f x x x  

i) Να βξείηε ηε δηαθξίλνπζα ηεο f :    Γ = ……… 

ii) Ζ f  έρεη ξίδεο; Αλ έρεη λα βξεζνχλ. 

iii) Ζ γξαθηθή παξάζηαζε ηεο f έρεη θνηλά ζεκεία κε ηνλ άμνλα ησλ x ; Πνηα 

είλαη ηα ζεκεία απηά; 
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iv) Αθνχ πξψηα θάλεηε κηα πξφρεηξε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο f  λα 

ζπκπιεξψζεηε ηηο ηζνδπλακίεο: 

               ( ) 0f x ……………………………………… 

               ( ) 0f x ………………………………….. 

 

 

3. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε 
2( ) 2 2f x x x  

i) Να βξείηε ηε δηαθξίλνπζα ηεο f :    Γ = ……… 

ii) Ζ f  έρεη ξίδεο; Αλ έρεη λα βξεζνχλ. 

iii) Ζ γξαθηθή παξάζηαζε ηεο f έρεη θνηλά ζεκεία κε ηνλ άμνλα ησλ x ; Πνηα 

είλαη ηα ζεκεία απηά; 

iv) Αθνχ πξψηα θάλεηε κηα πξφρεηξε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο f  λα 

ζπκπιεξψζεηε ηηο ηζνδπλακίεο: 

               ( ) 0f x ………………………………….. 

               ( ) 0f x ………………………………….. 

 

4. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε 
2( ) 4 4f x x x  

i) Να βξείηε ηε δηαθξίλνπζα ηεο f :    Γ = ……… 

ii) Ζ f  έρεη ξίδεο; Αλ έρεη λα βξεζνχλ. 

iii) Ζ γξαθηθή παξάζηαζε ηεο f έρεη θνηλά ζεκεία κε ηνλ άμνλα ησλ x ; Πνηα 

είλαη ηα ζεκεία απηά; 

iv) Αθνχ πξψηα θάλεηε κηα πξφρεηξε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο f  λα 

ζπκπιεξψζεηε ηηο ηζνδπλακίεο: 

               ( ) 0f x ……………………………………… 

               ( ) 0f x ………………………………….. 
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5. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε 
2( ) 2 3f x x x  

i) Να βξείηε ηε δηαθξίλνπζα ηεο f :    Γ = ……… 

ii) Ζ f  έρεη ξίδεο; Αλ έρεη λα βξεζνχλ. 

iii) Ζ γξαθηθή παξάζηαζε ηεο f έρεη θνηλά ζεκεία κε ηνλ άμνλα ησλ x ; Πνηα 

είλαη ηα ζεκεία απηά; 

iv) Αθνχ πξψηα θάλεηε κηα πξφρεηξε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο f  λα 

ζπκπιεξψζεηε ηηο ηζνδπλακίεο: 

               ( ) 0f x ……………………………………… 

               ( ) 0f x ………………………………….. 

 

 

6. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε 
2( ) 2 1f x x x  

i) Να βξείηε ηε δηαθξίλνπζα ηεο f :    Γ = ……… 

ii) Ζ f  έρεη ξίδεο; Αλ έρεη λα βξεζνχλ. 

iii) Ζ γξαθηθή παξάζηαζε ηεο f έρεη θνηλά ζεκεία κε ηνλ άμνλα ησλ x ; Πνηα 

είλαη ηα ζεκεία απηά; 

iv) Αθνχ πξψηα θάλεηε κηα πξφρεηξε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο f  λα 

ζπκπιεξψζεηε ηηο ηζνδπλακίεο: 

               ( ) 0f x ……………………………………… 

               ( ) 0f x ………………………………….. 
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7. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε 
2( ) 2 2f x x x  

i) Να βξείηε ηε δηαθξίλνπζα ηεο f :    Γ = ……… 

ii) Ζ f  έρεη ξίδεο; Αλ έρεη λα βξεζνχλ. 

iii) Ζ γξαθηθή παξάζηαζε ηεο f έρεη θνηλά ζεκεία κε ηνλ άμνλα ησλ x ; Πνηα 

είλαη ηα ζεκεία απηά; 

iv) Αθνχ πξψηα θάλεηε κηα πξφρεηξε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο f  λα 

ζπκπιεξψζεηε ηηο ηζνδπλακίεο: 

               ( ) 0f x ……………………………………… 

                      ( ) 0f x ………………………………….. 
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ΣΑΞΗ Α΄ ΔΠΑ.Λ.  
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ΑΛΓΔΒΡΑ: Ώξεο 3/2 εβδνκαδηαίσο 

  

 
Καηά ην ζρνιηθφ έηνο 2009-2010 ζα ρξεζηκνπνηεζεί ην ζρνιηθφ βηβιίν «Άιγεβξα 

Α΄ Δληαίνπ Λπθείνπ» ησλ ΢. Αλδξεαδάθε, Β. Καηζαξγχξε, ΢. Παπαζηαπξίδε, Γ. 
Πνιχδνπ, Α. ΢βέξθνπ. Ζ δηδαζθαιία, φκσο, ζα πξέπεη λα γίλεη ζχκθσλα κε ηε ζεηξά 
πνπ πεξηγξάθεηαη ζηνλ πίλαθα θαη ζηηο νδεγίεο πνπ αθνινπζνχλ. 

΢ηελ πξψηε ζηήιε ηνπ πίλαθα αλαγξάθνληαη νη ελφηεηεο θαη νη παξάγξαθνη θάζε 
κηαο ελφηεηαο ζηηο νπνίεο ρσξίδεηαη ε δηδαθηέα χιε, ζηε δεχηεξε ζηήιε αλαγξάθεηαη 
ν ηίηινο θάζε παξαγξάθνπ, ζηε ηξίηε ζηήιε αλαγξάθνληαη νη παξάγξαθνη ηνπ 
δηδαθηηθνχ βηβιίνπ, ελψ ζηελ ηέηαξηε ζηήιε αλαγξάθνληαη νη πξνηεηλφκελεο ψξεο 
δηδαζθαιίαο.  

Οη νδεγίεο πνπ αθνινπζνχλ αλαθέξνληαη ζηνπο ζθνπνύο θαη ηνλ ηξόπν 
δηδαζθαιίαο  ησλ παξαγξάθσλ θάζε ελφηεηαο. ΢ην ηέινο θάζε ελφηεηαο πξνηείλεηαη 
θαη κηα δξαζηεξηόηεηα. Αλάινγα κε ην επίπεδν ηεο ηάμεο θαη ην δηαζέζηκν ρξφλν, ν 
δηδάζθσλ κπνξεί λα δψζεη ζηνπο καζεηέο θάπνηεο απφ ηηο δξαζηεξηφηεηεο απηέο.  

Αλ, παξά ηνλ πξνγξακκαηηζκφ ηεο χιεο, δεκηνπξγεζεί πξφβιεκα κε ηνλ 
δηαζέζηκν ρξφλν δηδαζθαιίαο, δελ ζα πξέπεη λα επηδησρζεί ε κε θάζε ηξφπν 
νινθιήξσζε ηεο χιεο (π.ρ. ζπλνπηηθή παξνπζίαζε ή «απηνδηδαζθαιία») εηο βάξνο 
ηεο πνηφηεηαο ηεο καζεζηαθήο δηαδηθαζίαο. ΢ε απηή ηελ πεξίπησζε ζα πξέπεη λα 
νινθιεξσζεί ε χιε ηηο πξψηεο εβδνκάδεο ηεο επφκελεο ζρνιηθήο ρξνληάο. 
Δηδηθφηεξα, ζε θακία πεξίπησζε δελ πξέπεη λα γίλεη «ζπλνπηηθή δηδαζθαιία» ησλ 
παξαγξάθσλ Δ2, Δ3 θαη Δ4 πξνθεηκέλνπ λα νινθιεξσζεί ε ελφηεηα ΢Σ. Ζ 
νινθιήξσζε ή θαη νιφθιεξε ε ελφηεηα ΢Σ κπνξεί λα δηδαρζεί ζηε Β΄ Σάμε κε ηελ 
έλαξμε ησλ καζεκάησλ ηεο Άιγεβξαο. 

 
ΓΙΑΣΑΞΗ  ΓΙΓΑΚΣΔΑ΢ ΤΛΗ΢ 

 

 
ΔΝΟΣΗΣΑ 

 
ΣΙΣΛΟ΢ 

ΠΑΡ/ΦΟ΢ 
 
ΒΙΒΛΙΟΤ 

 
ΩΡΔ΢ 

 

Α Λνγηζκόο ζην  – Γηάηαμε 

ζην   

 
 

12 

Α.1 Οη πξάμεηο ζην   θαη νη 
ηδηφηεηεο ηνπο 

1.1. 2 

Α.2 Γπλάκεηο –  Σαπηφηεηεο –  
Παξαγνληνπνίεζε 

1.2. 2 

Α.3 Δπίιπζε – Γηεξεχλεζε ηεο 

εμίζσζεο :  0x  

1.3. 2 

Α.4 Δμηζψζεηο θαη πξνβιήκαηα 
ησλ νπνίσλ ε επίιπζε 
αλάγεηαη ζε επίιπζε 
εμηζψζεσλ α΄  βαζκνχ 

1.3 3 

Α.5 Γηάηαμε πξαγκαηηθψλ 
αξηζκψλ 

1.4 2 

Α.6 Οη αληζψζεηο: 0ax θαη                                        

0ax  

1.5 1 

Β Απόιπηε ηηκή  –  Ρίδεο – 
Eμηζώζεηο  β΄ βαζκνύ 

 10 

Β.1 Απφιπηε ηηκή πξαγκαηηθνχ 
αξηζκνχ 

1.6 3 

Β.2 Ρίδεο πξαγκαηηθψλ αξηζκψλ 1.7 3 
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Β.3 Δπίιπζε ηεο εμίζσζεο 

 
2 0, 0x x  

4.1 2 

Β.4 Άζξνηζκα θαη γηλφκελν ξηδψλ  4.2 1 

Β.5 Δμηζψζεηο θαη πξνβιήκαηα  
ησλ νπνίσλ ε επίιπζε 
αλάγεηαη ζε επίιπζε 
εμηζψζεσλ β΄  βαζκνχ  

4.3 1 

Γ ΢πλαξηήζεηο  7 

Γ.1 ΢χλνια 2.1 1 

Γ.2 Ζ έλλνηα ηεο ζπλάξηεζεο 2.2 2 

Γ.3 Γξαθηθή παξάζηαζε 
ζπλάξηεζεο 

2.3 2 

Γ.4 Ζ ζπλάξηεζε ( )f x x  2.4 2 

Γ ΢πζηήκαηα εμηζώζεσλ  7 

Γ.1 ΢πζηήκαηα δχν γξακκηθψλ 
εμηζψζεσλ κε δχν αγλψζηνπο 

3.1 2 

Γ.2 Δπίιπζε - Γηεξεχλεζε 

γξακκηθνχ ζπζηήκαηνο 2 2  

3.2 1 

Γ.3 ΢πζηήκαηα γξακκηθψλ   
εμηζψζεσλ κε πεξηζζφηεξνπο 
απφ  δχν αγλψζηνπο 

3.3 2 

Γ.4 ΢πζηήκαηα β΄  βαζκνχ 4.3 2 

Δ Μειέηε ζπλάξηεζεο  12 

Δ.1 Μειέηε ζπλάξηεζεο 2.5 4 

Δ.2 Ζ ζπλάξηεζε 
2( ) , 0f x x x  

4.4. 4 

Δ.3 Πξφζεκν ησλ ηηκψλ ηεο 
ζπλάξηεζεο 

2( ) , 0f x x x  

4.5. 2 

Δ.4 Οη αληζψζεηο:           

1 2( ) ( ) ... ( ) 0P x P x P x ή 0  

θαη    
( )

0
( )

P x

Q x
 ή 0 . 

4.5 2 

΢Σ Σξηγσλνκεηξία  6 

΢Σ.1 Σξηγσλνκεηξηθνί αξηζκνί 5.1. 2 

΢Σ.2 Σξηγσλνκεηξηθέο ηαπηφηεηεο 5.2. 2 

΢Σ.3 Αλαγσγή ζην 1ν ηεηαξηεκφξην 5.3. 2 

 
 
 
Δλόηεηα Α: Πξνηείλεηαη λα δηαηεζνύλ 12 δηδαθηηθέο ψξεο. 
 

Ζ ελφηεηα απηή έρεη επαλαιεπηηθό ραξαθηήξα θαη γη’ απηφ δελ πξέπεη λα 
δηαηεζνχλ πεξηζζφηεξεο  απφ  ηηο πξνηεηλφκελεο δηδαθηηθέο ψξεο.  

΢ηελ αξρή ηεο ελφηεηαο επαλαιακβάλνληαη νη βαζηθέο ηδηφηεηεο ησλ πξάμεσλ θαη 
ησλ δπλάκεσλ κε εθζέηε αθέξαην, νη βαζηθέο ηαπηφηεηεο θαη ε παξαγνληνπνίεζε 
αιγεβξηθψλ παξαζηάζεσλ. Αθνινπζεί ε επίιπζε θαη ε δηεξεχλεζε ηεο εμίζσζεο 

0x , θαζψο θαη ε εθαξκνγή ηεο ζηε επίιπζε πξνβιεκάησλ. ΢ηε ζπλέρεηα, 

αθνχ νξηζηεί ε δηάηαμε ησλ πξαγκαηηθψλ αξηζκψλ, κε ηε βνήζεηα ηεο ηζνδπλακίαο 
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0 , απνδεηθλχνληαη νη βαζηθέο ηδηφηεηεο ησλ αληζνηήησλ θαη 

επηιχνληαη νη αληζψζεηο   0 και 0x x . 

Γηα πιεξέζηεξε ελεκέξσζε ησλ δηδαζθφλησλ πξνζδηνξίδνληαη θαηά παξάγξαθν 
νη επηδησθφκελνη ζηφρνη θαη παξέρνληαη εηδηθέο δηδαθηηθέο νδεγίεο. 
 
Α.1 (§ 1.1): Οη καζεηέο πξέπεη: 
i. Να γλσξίδνπλ ηελ έλλνηα ηνπ ξεηνχ θαη ηνπ άξξεηνπ αξηζκνχ. 
ii. Να κπνξνχλ λα αμηνπνηνχλ ηηο ηδηφηεηεο ησλ πξάμεσλ ζην ινγηζκφ. 

iii. Να κπνξνχλ λα αμηνπνηνχλ ζσζηά ηνπο ζπλδέζκνπο «ή», «θαη» θαζψο θαη ην 
ζχκβνιν ηεο ηζνδπλακίαο. Ζ ρξήζε ησλ παξαπάλσ ζπκβφισλ λα δηεπθξηληζηεί 
κε πεξηζζφηεξα παξαδείγκαηα. Γηα παξάδεηγκα λα ηνληζηεί φηη:  

 Ζ εμίζσζε 
2 2( )( 1) 0x x x αιεζεχεη, κφλν φηαλ έλαο ηνπιάρηζηνλ απφ ηνπο 

παξάγνληεο 
2x x θαη 

2 1x  είλαη ίζνο κε ην κεδέλ, δειαδή κφλν φηαλ αιεζεχεη 

ε δηάδεπμε 
2 0x x ή 

2 1 0x   (1). 

Παξαηεξνχκε φηη γηα 1x αιεζεχνπλ ζπγρξφλσο θαη νη δπν εμηζψζεηο ηεο 

δηάδεπμεο, ελψ γηα 0x θαη γηα  1x αιεζεχεη αθξηβψο  κηα απφ ηηο δπν. 

 Ο ηζρπξηζκφο «
2 0x x  θαη 

2 1 0x » αιεζεχεη κφλν, φηαλ αιεζεχνπλ 

ζπγρξφλσο θαη νη δπν εμηζψζεηο ηνπ, δειαδή κφλν γηα, 1x  πνπ είλαη ε θνηλή 

ξίδα ησλ εμηζψζεσλ. 

 Οη εμηζψζεηο 1x  θαη 
2 21x  δελ είλαη ηζνδχλακεο θαη γεληθά νη εμηζψζεηο  x a   

θαη  
2 2v vx a  

*( )v   δελ είλαη ηζνδχλακεο.  

Καηά ηε δηδαζθαιία ηεο Α.1 λα κε δηδαρζνύλ ην εξψηεκα iv) ηεο εθαξκνγήο ηεο 
ζειίδαο 13 θαη νη αζθήζεηο ηεο Β΄ νκάδαο ηεο ζειίδαο 16. 
 

 
Α.2(§ 1.2): Οη καζεηέο πξέπεη: 
i. Να  γλσξίδνπλ  ηελ έλλνηα ηεο δχλακεο θαη λα εθαξκφδνπλ ηηο ηδηφηεηεο ησλ 

δπλάκεσλ. 
ii. Να  γλσξίδνπλ ηηο βαζηθέο ηαπηφηεηεο θαη λα κπνξνχλ λα ηηο απνδεηθλχνπλ. 

iii. Να κπνξνχλ λα κεηαηξέπνπλ παξαζηάζεηο ζε γηλφκελν, ηνπ νπνίνπ νη 
παξάγνληεο δελ αλαιχνληαη πεξαηηέξσ. 

iv. Να  κπνξνχλ  λα  απινπνηνχλ ξεηέο παξαζηάζεηο. 
 

Καηά ηε δηδαζθαιία ηεο Α.2   

 Να κε δηδαρηνύλ: 

1. Ζ ηαπηφηεηα 
1 2 1( )( ... )  

2. Οη εθαξκνγέο 1(iii) ηεο ζειίδαο 18 θαη 3(i) ηεο ζειίδαο 19. 
3. Ζ άζθεζε 5 ηεο Α΄ νκάδαο ηεο ζειίδαο 22 θαη νη αζθήζεηο ηεο Β΄ νκάδαο ηεο 

ζειίδαο 23. 
 

 Να δνζνχλ, φκσο, πξνο επίιπζε κεξηθέο απφ ηηο αθφινπζεο αζθήζεηο: 

1. Να  απινπνηήζεηε ηε παξάζηαζε 
2 2( ) ( )a a  θαη ζηε ζπλέρεηα λα 

απνδείμεηε φηη:  

                          
2 2999 1000 999 1000

( ) ( ) 4
1000 999 1000 999

. 

2. Να απινπνηήζεηε ηελ παξάζηαζε 
2 ( 1)( 1)a a a   θαη ζηε    ζπλέρεηα λα 

απνδείμεηε φηη: 

              
21,3265 0,3265 2,3265 1      θαη 
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23,12345 2,12345 4,12345 1  

3. Να απινπνηήζεηε ηηο αθφινπζεο παξαζηάζεηο, αθνχ πξψηα  βξείηε ηηο ηηκέο 
ηνπ x γηα ηηο νπνίεο νξίδνληαη: 

 

   

2 2

3

1 1

1 1

x x x

x x
,                            

3 2

2

2x x x

x x
,  

                                                    

   
2

2

( ) 2 2

1

x x x

x
,                            

2 2

2 2

3 2 2

2

x x x x

x x x x
, 

 

   
3 2

2

3

1
( ) ,

( 1)

x x
x

x x
                          

( 2) 1

( 2)( 1)

x x

x x
. 

 
Ζ ζπνπδαηφηεηα ηεο παξαγνληνπνίεζεο ζα θαλεί ηδηαίηεξα θαηά ηε δηδαζθαιία 

ησλ παξαγξάθσλ Α.4, Β.5 θαη Δ.4, φπνπ ζα δνζεί μαλά ε επθαηξία γηα επαλάιεςε 
ησλ βαζηθψλ ηαπηνηήησλ θαη ηεο παξαγνληνπνίεζεο. 
 
A.3 (§1.3): Οη καζεηέο πξέπεη λα κπνξνχλ λα επηιχνπλ θαη λα δηεξεπλνχλ εμηζψζεηο 

ηεο κνξθήο: 0x . 

Καηά ηε δηδαζθαιία ηεο Α.3 πξνηείλεηαη:  

 Πξηλ απφ ην παξάδεηγκα  ηεο  ζειίδαο 25 γηα ηελ δηεξεχλεζε εμίζσζεο, λα 
ιπζνχλ νξηζκέλα απινχζηεξα παξαδείγκαηα φπσο: 
Να  ιπζνχλ νη εμηζψζεηο: 

i) ( 1) 1x ,         ii) ( 1)x ,         iii) ( 1) 1x  

΢ε θακία πεξίπησζε δελ πξέπεη λα δηαηεζεί ππεξβνιηθφο ρξφλνο γηα ηε 
δηεξεχλεζε πνιχπινθσλ εμηζψζεσλ πνπ έρεη σο απνηέιεζκα ηε κε νινθιήξσζε 
ηεο δηδαθηέαο χιεο. 
 

 Να δνζνχλ σο αζθήζεηο θαη ηχπνη πξνο επίιπζε απφ άιια καζήκαηα. Γηα 
παξάδεηγκα: 

α) Να ιπζεί ν ηχπνο 0v v t  σο πξνο t. 

β) Να ιπζεί ν ηχπνο 
1 2

1 1 1

R R R
 σο πξνο 1R . 

 γ) Απφ ηνπο ηχπνπο 
2

0

1

2
S v t at  θαη 0v v at , λα δείμεηε φηη        0

2

v v
S t  

 ΢ην πξφβιεκα 5 ηεο Β΄ νκάδαο ηεο ζειίδαο 28 λα δηεπθξηληζζεί φηη ε ηαρχηεηα 
900km/h ηνπ αεξνπιάλνπ αλαθέξεηαη ζε θαηάζηαζε λελεκίαο. 

 Να κε δηδαρζνχλ  νη αζθήζεηο  2 θαη 3  ηεο Β΄ νκάδαο ηεο ζειίδαο 28. 
 
Α.4 (§1.3): Οη καζεηέο πξέπεη λα κπνξνχλ λα επηιχνπλ εμηζψζεηο θαη πξνβιήκαηα 
ησλ νπνίσλ ε επίιπζε αλάγεηαη ζε επίιπζε εμηζψζεσλ α΄ βαζκνχ. 
Καηά  ηε δηδαζθαιία  ηεο §Α.4: 

 Να δνζεί έκθαζε ζηελ επίιπζε πξνβιεκάησλ. 

 Να δνζνχλ  ζηνπο καζεηέο λα επηιχζνπλ θαη κεξηθέο απφ ηηο αθφινπζεο  
εμηζψζεηο: 

i. 
2 ( 4) 2 ( 4) ( 4) 0x x x x x  

ii. 
2 3 2( 1) 0x x x x  

iii. 
2 2( 1) 1 0x x  
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iv. 
2( 2) (2 )(4 ) 0x x x  

v. 
2 2( 2) 4 4x x x x  

vi. 
2 2( 4)( 1) ( 1)( 2)x x x x  

vii. 
3 22 2 0x x x  

viii. 
3 22 (2 1)( 2) 0x x x x  

ix. 
2

1

2 4

x

x x
 

x. 
2

1

1

x

x x x
 

xi. 
2 2

1 2
0

1 2 1

x

x x x
 

 
 
 
Α.5 (§ 1.4): Οη καζεηέο πξέπεη: 

i. Να γλσξίδνπλ πσο νξίδεηαη ε δηάηαμε ησλ πξαγκαηηθψλ αξηζκψλ, θαζψο θαη ηηο      
άκεζεο ζπλέπεηεο ηνπ νξηζκνχ απηνχ. 

ii. Να γλσξίδνπλ ηηο ηδηφηεηεο ησλ πξάμεσλ ζε ζρέζε κε ηε δηάηαμε. 
iii. Να κπνξνχλ λα απνδεηθλχνπλ απιέο αληζφηεηεο. 

 
Καηά ηε δηδαζθαιία ηεο §Α.5: 

 Να δνζεί ηδηαίηεξε βαξχηεηα: 
α) ΢ην 3ν παξάδεηγκα ηεο ζειίδαο 32 θαη ηηο αληίζηνηρεο αζθήζεηο.   

β) ΢ηελ αληζφηεηα 
2 2 0  θαη ζηελ άζθεζε 1 ηεο Β΄ νκάδαο ηεο ζειίδαο 37, 

ε νπνία πξνηείλεηαη λα ιπζεί κε ηε κέζνδν ζπκπιήξσζεο ηεηξαγψλσλ. Να 
ηνληζηεί ηδηαίηεξα φηη: 
 

2 2 0 0    θαη   0  
2 2 0 0   ή  0 . 

 Να κε δηδαρζνύλ ην 1ν παξάδεηγκα ηεο ζειίδαο 31, ην 4ν παξάδεηγκα ηεο 
ζειίδαο 33 θαη νη αζθήζεηο 6 θαη 8 ηεο Α΄ νκάδαο ηεο ζειίδαο 36 θαη 2 θαη 3 ηεο 
Β΄ νκάδαο ηεο ζειίδαο 37. 

 Μπνξεί, φκσο, λα δνζεί ε αθφινπζε δξαζηεξηφηεηα: 
 
ΔΡΑ΢ΣΗΡΙΟΣΗΣΑ  
Καηαζθεπάζηε κεξηθά νξζνγψληα κε δηαζηάζεηο ,x y  πνπ λα έρνπλ άζξνηζκα ίζν κε 

10 cm . (Γηα παξάδεηγκα: 9x cm θαη 1y cm   ή 8x cm θαη 2y cm  ή … ή 

5x cm  θαη 5y cm )  θαη δηαπηζηψζηε φηη: 

1. Σα εκβαδά ηνπο είλαη φια κηθξφηεξα ή ίζα ησλ 25
2cm . 

2. Σα εκβαδά ησλ ηεηξαγψλσλ κε πιεπξέο ηηο δηαγψληεο ησλ νξζνγσλίσλ είλαη 

κεγαιχηεξα ή ίζα ησλ 50
2cm . 

Απνδείμηε φηη ηα παξαπάλσ ζπκπεξάζκαηα ηζρχνπλ γηα θάζε νξζνγψλην κε 
δηαζηάζεηο ,x y  ησλ νπνίσλ ην άζξνηζκα είλαη ίζν κε 10 cm ,αθνινπζψληαο ηα 

επφκελα βήκαηα: 

 Δθθξάζηε ην y ζπλαξηήζεη ηνπ x . 

 Δθθξάζηε ην  εκβαδφλ ηνπ νξζνγσλίνπ ζπλαξηήζεη ηνπ x θαη απνδείμηε φηη απηφ 

είλαη κηθξφηεξν ή ίζν ησλ 25
2cm . 
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 Δθθξάζηε ην εκβαδφλ ηνπ ηεηξαγψλνπ κε πιεπξά ηε δηαγψλην ηνπ νξζνγσλίνπ 

ζπλαξηήζεη ηνπ x θαη απνδείμηε φηη απηφ είλαη κεγαιχηεξν ή ίζν ησλ 50
2cm . 

 
Α.6 (§ 1.5): Οη καζεηέο πξέπεη λα κπνξνχλ: 
i. Να επηιχνπλ αληζψζεηο ηεο κνξθήο 

 0 0x x . 

ii. Να γξάθνπλ ηηο ιχζεηο ησλ αληζψζεσλ απηψλ κε κνξθή δηαζηεκάησλ. 
 
 
 
Δλόηεηα Β: Πξνηείλεηαη λα δηαηεζνύλ 10 δηδαθηηθέο ψξεο 
 

΢ηελ αξρή ηεο ελφηεηαο απηήο, αθνχ νξηζζεί ε έλλνηα ηεο απφιπηεο ηηκήο ελφο 
αξηζκνχ θαη απνδεηρζνχλ νη βαζηθέο ηεο ηδηφηεηεο, δηαπηζηψλεηαη φηη ε απφζηαζε δχν 
ζεκείσλ ηνπ άμνλα είλαη ε απφιπηε ηηκή ηεο δηαθνξάο ησλ ηεηκεκέλσλ ηνπο. ΢ηε 
ζπλέρεηα εηζάγεηαη ε έλλνηα ηεο ληνζηήο ξίδαο θαη απνδεηθλχνληαη νη βαζηθέο ηδηφηεηεο 
ησλ ξηδψλ.  

΢ην βηβιίν γηα ιφγνπο δηδαθηηθνχο ε ληνζηή ξίδα νξίδεηαη κφλν γηα κε αξλεηηθνχο 
αξηζκνχο. 

Σέινο, επηιχεηαη ε εμίζσζε β΄ βαζκνχ κε ηε ρξεζηκνπνίεζε θαη ηεο δηαθξίλνπζαο 
θαη ππνινγίδνληαη ην άζξνηζκα θαη ην γηλφκελν ησλ ξηδψλ ηεο εμίζσζεο ζπλαξηήζεη 
ησλ ζπληειεζηψλ ηεο. Δπίζεο επηιχνληαη εμηζψζεηο πνπ αλάγνληαη ζε εμηζψζεηο β΄ 
βαζκνχ. 

Οη ζηφρνη πνπ επηδηψθνληαη θαηά παξάγξαθν είλαη νη εμήο: 
 
Β.1 (§ 1.6): Οη καζεηέο πξέπεη: 
i. Να γλσξίδνπλ πψο νξίδεηαη ε απφιπηε ηηκή πξαγκαηηθνχ αξηζκνχ. 
ii. Να γλσξίδνπλ ηηο βαζηθέο ηδηφηεηεο ησλ απφιπησλ ηηκψλ. 

iii. Να κπνξνχλ λα επηιχνπλ απιέο εμηζψζεηο θαη αληζψζεηο κε απφιπηεο ηηκέο. 
iv. Να γλσξίδνπλ ηελ έλλνηα ηεο απφζηαζεο δπν αξηζκψλ. 
 
Καηά ηε δηδαζθαιία ηεο §Β.1:  

 Να δνζεί έκθαζε ζηε γεσκεηξηθή ζεκαζία ηεο απφιπηεο ηηκήο, δειαδή, φηη ε  

είλαη ε απφζηαζε ηνπ  απφ ην 0 (ζπκβνιηθά  ( ,0)d ), αλεμάξηεηα απφ ην 

αλ είλαη 0  ή 0 . Γηα ηελ θαηαλφεζε ηεο έλλνηαο ηεο απφιπηεο ηηκήο λα 

δνζνχλ ζηνπο καζεηέο απιά παξαδείγκαηα, φπσο: 
α) Να ζπκπιεξσζνχλ ηα δεχηεξα κέιε ησλ ηζνηήησλ ρσξίο ηηο απφιπηεο ηηκέο: 

7 ... , 2 1 ... , 3 ... , 2 2 ... ,  

β) Να εθθξάζεηε γηα ηηο δηάθνξεο ηηκέο ηνπ x  ηηο παξαθάησ παξαζηάζεηο ρσξίο 
απφιπηεο ηηκέο: 

5 ... , 2 ... , 5 2 ...x x x x  

 Ζ απφδεημε ηεο ηδηφηεηαο ,x x γηα 0 , πξνηείλεηαη λα γίλεη 

πξψηα γεσκεηξηθά θαη έπεηηα αιγεβξηθά σο εμήο: 
Γηαθξίλνπκε ηηο πεξηπηψζεηο: 

- Αλ 0x , ηφηε έρνπκε x x  θαη 0 0x x  

-Αλ 0,x  ηφηε έρνπκε x x  θαη 0 0x x  

Δπνκέλσο, ε x αιεζεχεη γηα εθείλα κφλν ηα x γηα ηα νπνία ηζρχεη x , 

δειαδή ηζρχεη ε ηζνδπλακία 
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          .x x  

 Ζ απφδεημε ηεο ηδηφηεηαο  x x  ή x  λα δνζεί σο άζθεζε θαη λα 

εμαηξεζεί απφ ηελ εμεηαζηέα χιε. 

 Ζ απφδεημε ηεο ηδηφηεηαο  πξνηείλεηαη λα γίλεη σο εμήο: 

Γηαθξίλνπκε ηέζζεξηο  πεξηπηψζεηο: 

-Αλ 0θαη 0, ηφηε 0 , νπφηε 

                              

-Αλ 0θαη 0 , ηφηε 0 , νπφηε 

                                  ( )  

      -Αλ 0  θαη 0 , ηφηε 0 , νπφηε 

                           ( )  

      -Αλ 0θαη 0 , ηφηε 0 , νπφηε 

                                 ( )( ) . 

 Οκνίσο εξγαδφκαζηε γηα ηελ απφδεημε ηεο . 

 Ζ απφδεημε ηεο ηδηφηεηαο  λα παξαιεηθζεί. Να δηαπηζησζεί 

φκσο κε παξαδείγκαηα φηη:  
 

 

θαη λα ηνληζηεί φηη, φπσο κάζακε ζην Γπκλάζην: 
 -Όηαλ νη αξηζκνί είλαη νκφζεκνη, ηφηε ηζρχεη ε δεμηά ηζφηεηα θαη ε αξηζηεξή 
αληζφηεηα 
 
-Όηαλ νη αξηζκνί είλαη εηεξφζεκνη, ηφηε ηζρχεη ε αξηζηεξή ηζφηεηα θαη ε δεμηά 
αληζφηεηα θαη 
 
-Όηαλ έλαο απφ ηνπο αξηζκνχο είλαη ίζνο κε 0, ηφηε ηζρχνπλ θαη νη δπν ηζφηεηεο. 

 Να κε δηδαρζνύλ νη αζθήζεηο ηεο Β΄ νκάδαο ηεο ζειίδαο 43. 

  Να δνζνχλ, φκσο, σο εθαξκνγέο ησλ ηδηνηήησλ ησλ απνιχησλ ηηκψλ, νη 
αθφινπζεο αζθήζεηο: 

 
α) Να ιπζνχλ πξψηα γεσκεηξηθά θαη έπεηηα αιγεβξηθά νη εμηζψζεηο: 

i) 1 3x x                ii) 2 2 1x x . 

 

β) Αλ 2 0,1 και 4 0,2x y  λα εθηηκήζεηε ηελ ηηκή ηεο πεξηκέηξνπ ησλ 

παξαθάησ ζρεκάησλ: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

y

x

y

y

x

x

x
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 Σέινο, κπνξεί λα δνζεί ε αθφινπζε δξαζηεξηφηεηα: 
 
ΔΡΑ΢ΣΗΡΙΟΣΗΣΑ: 
Υαξάμηε έλαλ άμνλα θαη πάξηε πάλσ ζ’ απηφλ ηα ζεκεία Α Β θαη Μ κε ζπληεηαγκέλεο 
1, 2 θαη x  αληηζηνίρσο, γηα θάζε κία απφ ηηο παξαθάησ πεξηπηψζεηο: 

) 1, ) 1, ) 1 2, ) 2, ) 2x x x x x  

Α)     1) Ση  παξηζηάλνπλ γεσκεηξηθά νη παξαζηάζεηο  1x   θαη 2x  θαη  ηη 

παξηζηάλεη  ε παξάζηαζε  1 2x x . 

     2) Πνηα είλαη ε ειάρηζηε ηηκή ηεο παξάζηαζεο 1 2x x  θαη πφηε απηή 

παξνπζηάδεηαη; 
     3) Παίξλεη ε παξάζηαζε απηή κέγηζηε ηηκή; 

Β)    1) Ση παξηζηάλεη γεσκεηξηθά ε παξάζηαζε 1 2x x ;  

        2) Πνηα είλαη ε ειάρηζηε θαη πνηα ε κέγηζηε ηηκή ηεο παξάζηαζεο.  

1 2x x  θαη πφηε απηέο παξνπζηάδνληαη; 

 

B.2 (§ 1.7): Οη καζεηέο πξέπεη: Να γλσξίδνπλ ηελ έλλνηα ηνπ ζπκβφινπ , ( 0)a . 

i. Να απνδεηθλχνπλ ηηο βαζηθέο ηδηφηεηεο ησλ ξηδψλ. 
ii. Να κπνξνχλ λα κεηαηξέπνπλ απιέο παξαζηάζεηο κε άξξεηνπο παξαλνκαζηέο   

ζε ηζνδχλακεο κε ξεηνχο παξαλνκαζηέο. 

iii. Να κπνξνχλ λα επηιχνπλ εμηζψζεηο ηεο κνξθήο x . 

 
Καηά ηελ δηδαζθαιία ηεο §Β.2: 

 Ζ άζθεζε 6 ηεο Α΄ νκάδαο ηεο ζειίδαο 36 θαη ε άζθεζε 4 ηεο Β΄ νκάδαο ηεο 
ζειίδαο 51 κπνξνχλ λα δνζνχλ σο εληαία εξγαζία ζηνπο καζεηέο κε ηελ εμήο 
δηαηχπσζε: 

  «Γηα ζεηηθνχο αξηζκνχο α, β κε α<β λα απνδείμεηε φηη: 

α)  
2

 

β)  
2

 

γ) 
2

2
 ». 

     
 

 Να κε δηδαρζνύλ νη αζθήζεηο 5 θαη 6 ηεο Β΄ νκάδαο ησλ ζειίδσλ 51 θαη 52. 
Β.3 (§ 4.1): Οη καζεηέο πξέπεη λα κπνξνχλ: 
i. Να βξίζθνπλ ηνλ ηχπν πνπ δίλεη ηηο ξίδεο κηαο εμίζσζεο β΄  βαζκνχ.  
ii. Nα θαηαλνήζνπλ θαη λα ζπλεηδεηνπνηήζνπλ ηε ζρέζε πνπ ζπλδέεη ην πξφζεκν 

ηεο δηαθξίλνπζαο θαη ην πιήζνο ησλ ξηδψλ κηαο εμίζσζεο β΄ βαζκνχ.  
iii. Να ρξεζηκνπνηνχλ ζσζηά θαη κε επρέξεηα, φηαλ είλαη απαξαίηεην, ηνλ ηχπν πνπ 

δίλεη ηηο ξίδεο  κηαο εμίζσζεο  β΄ βαζκνχ.  
iv. Nα επηιχνπλ πξνβιήκαηα πνπ αλάγνληαη ζε εμηζψζεηο β΄ βαζκνχ. Γηα ηελ 

πξνπαξαζθεπή ηεο δηδαζθαιίαο ηεο παξαγξάθνπ απηήο θξίλεηαη ζθφπηκν λα 

δνζεί σο άζθεζε ζηελ ηάμε ε ιχζε ηεο εμίζσζεο x a ,κε λ=2 θαη α>0, ψζηε νη 

καζεηέο λα ζπκεζνχλ φηη απηνί έρεη αθξηβψο δχν ιχζεηο ηηο 
,a a
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Καηά ηε δηδαζθαιία ηεο §Β.3 λα κε δηδαρζνύλ ην παξάδεηγκα 2.ii) θαη νη αζθήζεηο 
ηεο Β΄ νκάδαο ηεο ζειίδαο 122. 
 
Β.4 (§ 4.2): Οη καζεηέο πξέπεη λα κπνξνχλ:   
i. Nα απνδεηθλχνπλ ηνπο ηχπνπο πνπ εθθξάδνπλ ην άζξνηζκα θαη ην γηλφκελν ησλ 

ξηδψλ κηαο εμίζσζεο β΄ βαζκνχ, αθνχ βέβαηα ηνληζηεί φηη πξέπεη 0 . 

 ii. Nα ρξεζηκνπνηνχλ κε επρέξεηα ηνπο ηχπνπο ηνπ αζξνίζκαηνο θαη ηνπ γηλνκέλνπ ησλ 
ξηδψλ ηεο δεπηεξνβάζκηαο εμίζσζεο. 
 

Καηά ηε δηδαζθαιία ηεο §Β.4 λα κε δηδαρζνύλ ην 1ν παξάδεηγκα θαη νη αζθήζεηο 1 
iii) θαη iv), 4 ii) θαη iii), 5 θαη 6 ηεο Α΄ νκάδαο θαη φιεο νη αζθήζεηο ηεο Β΄ νκάδαο ησλ 
ζειίδσλ 124 θαη 125. 
 
Β.5 (§ 4.3): Οη καζεηέο πξέπεη λα κπνξνχλ λα επηιχνπλ εμηζψζεηο ηεο κνξθήο:  

 

2

2

0, 0

0, 0

ax x

x x
 

θαζψο θαη ξεηέο εμηζψζεηο πνπ αλάγνληαη ζε εμηζψζεηο β΄ βαζκνχ.  

 

 
Δλόηεηα Γ: Πξνηείλεηαη λα δηαηεζνύλ 7 δηδαθηηθέο ψξεο 
 

΢ηελ αξρή ηεο ελφηεηαο εηζάγεηαη ή έλλνηα ηνπ ζπλφινπ, νη βαζηθέο πξάμεηο ησλ 
ζπλφισλ θαη νξίδεηαη ε ζπλάξηεζε κε ηε βνήζεηα νξνινγίαο ησλ ζπλφισλ. 

΢ηε ζπλέρεηα επαλαιακβάλνληαη ηα γλσζηά απφ ην Γπκλάζην γηα ηηο θαξηεζηαλέο 
ζπληεηαγκέλεο θαη εμεηάδνληαη νη ζπληεηαγκέλεο ζεκείσλ ζπκκεηξηθψλ σο πξνο ηνπο 
άμνλεο, σο πξνο ηελ αξρή ησλ αμφλσλ θαη σο πξνο ηε δηρνηφκν ηεο 1εο θαη 3εο 
γσλίαο ησλ αμφλσλ. Οη ηδηφηεηεο ησλ ζπληεηαγκέλσλ ησλ ζεκείσλ απηψλ 
ρξεζηκνπνηνχληαη γηα ηελ θαηαλφεζε παξαθάησ ηεο άξηηαο ζπλάξηεζεο, ηεο 
πεξηηηήο ζπλάξηεζεο θηι., θαζψο θαη ησλ ηδηνηήησλ ησλ ηξηγσλνκεηξηθψλ 
ζπλαξηήζεσλ.  

Σέινο επαλαιακβάλεηαη ε κειέηε ηεο ζπλάξηεζεο y = αx + β, πνπ είλαη γλσζηή 
απφ ην Γπκλάζην, θαη δηαηππψλεηαη  ε ζπλζήθε παξαιιειίαο δχν επζεηψλ. Με ηελ 
βνήζεηα ηεο ζα απνθαλζνχκε επφκελε ελφηεηα πφηε έλα γξακκηθφ ζχζηεκα έρεη 
κνλαδηθή ιχζε θαη πφηε είλαη αδχλαην ή έρεη άπεηξν πιήζνο ιχζεσλ. 

Οη ζηφρνη πνπ επηδηψθνληαη θαηά παξάγξαθν είλαη νη εμήο: 
 
Γ.1 (§2.1): Οη καζεηέο πξέπεη: 
i. Nα κπνξνχλ λα παξηζηάλνπλ έλα ζχλνιν κε πεξηγξαθή ή αλαγξαθή ησλ 

ζηνηρείσλ ηνπ θαζψο θαη κε ηα δηαγξάκκαηα ηνπ Venn. 
ii. Nα κπνξνχλ λα δηαθξίλνπλ αλ δχν ζχλνια είλαη ίζα θαη αλ έλα ζχλνιν είλαη 

ππνζχλνιν άιινπ ζπλφινπ. 
iii. Nα γλσξίδνπλ ηελ έλλνηα ηνπ θελνχ ζπλφινπ. 
iv. Nα γλσξίδνπλ ηηο έλλνηεο: έλσζε ζπλφισλ, ηνκή ζπλφισλ, δηαθνξά ζπλφισλ θαη 

ζπκπιήξσκα ζπλφινπ θαη λα ηηο παξηζηάλνπλ κε δηαγξάκκαηα ηνπ Venn. 

Ζ δηδαζθαιία ηεο παξαγξάθνπ Γ.1 ζε θακία πεξίπησζε δελ πξέπεη λα πάξεη 
ζεσξεηηθή κνξθή. 

   
Γ.2 (§2.2):  Οη καζεηέο πξέπεη: 
i. Να γλσξίδνπλ ηνλ νξηζκφ θαη ην ζπκβνιηζκφ ηεο ζπλάξηεζεο. 
ii. Να κπνξνχλ λα βξίζθνπλ ην πεδίν νξηζκνχ κηαο ζπλάξηεζεο  φηαλ δίλεηαη ν 

ηχπνο κε ηνλ νπνίν νξίδεηαη ην f(x). 
iii. Να κπνξνχλ λα ππνινγίδνπλ  ηηο ηηκέο κηαο ζπλάξηεζεο f γηα ηηο δηάθνξεο ηηκέο 

ηνπ x. 
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Γ.3 (§2.3): Οη καζεηέο πξέπεη  λα κπνξνχλ: 
i. Nα παξηζηάλνπλ έλα δεχγνο αξηζκψλ κε ζεκείν ηνπ επηπέδνπ. ΢ηε ζειίδα 70 λα   

γίλεη αληηδηαζηνιή κεηαμχ ηνπ ζπλφινπ {α, β} θαη ηνπ δηαηεηαγκέλνπ δεχγνπο (α, β). 
  ii. Nα βξίζθνπλ ην ζπκκεηξηθφ ελφο ζεκείνπ Α (x, y), σο πξνο ηνπο άμνλεο, ηελ αξρή 

ησλ αμφλσλ θαη σο πξνο ηε δηρνηφκν ηεο 1εο θαη 3εο γσλίαο ησλ αμφλσλ.  
 iii. Nα ππνινγίδνπλ ηελ απφζηαζε δχν ζεκείσλ. 
iv.Nα αλαγλσξίδνπλ, αλ κία θακπχιε είλαη γξαθηθή παξάζηαζε ζπλάξηεζεο. 
v.Nα βξίζθνπλ ηα ζεκεία ηνκήο ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο κηαο ζπλάξηεζεο κε ηνπο 

δχν άμνλεο. 
 

 
Γ.4 (§2.4): Οη καζεηέο πξέπεη  λα κπνξνχλ: 
i. Nα ζρεδηάδνπλ ηηο επζείεο y = αx, y = αx + β. Γηα ην ζθνπφ απηφ λα δνζνχλ σο 

παξαδείγκαηα ζηελ ηάμε ε ζρεδίαζε ησλ επζεηψλ: 

1
3 , , 3 1

3
y x y x y x  

ii. Να αλαγλσξίδνπλ πφηε δχν επζείεο είλαη παξάιιειεο. 
 
Καηά ηε δηδαζθαιία ηεο Γ.4:  

 Να επηιπζνχλ γξαθηθά αληζψζεηο ηεο κνξθήο: 
 

αx + β > 0   ή   αx + β < 0    ή    x     ή    x  

      φπσο γηα παξάδεηγκα νη αληζψζεηο: 

2 4 0x ,     2 4 0 , 2x x  θαη 2.x  

 

 

 Να κε δηδαρηεί ε ππνπαξάγξαθνο  «επζείεο θάζεηεο», ην παξάδεηγκα 4 ηεο 
ζειίδαο 76 θαη νη αζθήζεηο 1ii), 1iii) θαη  3 ηεο Β΄ νκάδαο ηεο ζειίδαο 78. 

 Μπνξεί, φκσο, λα δνζεί ε παξαθάησ δξαζηεξηφηεηα: 
 
 
 
 
 
ΔΡΑ΢ΣΗΡΙΟΣΗΣΑ 

Γίλεηαη έλα ηεηξάγσλν ΑΒΓΓ κε πιεπξά 20 cm θαη ην κέζνλ Ο ηεο ΑΓ. Έλα 
θηλεηφ ζεκείν Μ μεθηλά απφ ην Α θαη, δηαγξάθνληαο ηελ πνιπγσληθή γξακκή 
ΑΒΓΓ, θαηαιήγεη ζην Γ. 
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Αλ κε x  ζπκβνιίζνπκε ην κήθνο ηεο δηαδξνκήο πνπ έθαλε ην θηλεηφ Μ θαη κε 

( )f x ην εκβαδφλ ηνπ ζθηαζκέλνπ ρσξίνπ,  

 α) Να βξείηε ηνλ ηχπν ηεο f , 

β) Να παξαζηήζεηε γξαθηθά ηελ f , 

γ) Να βξείηε ηελ ηηκή ηνπ x γηα ηελ νπνία ηζρχεη ( ) 120f x cm2 . 

 
 
 
Δλόηεηα Γ: Πξνηείλεηαη λα δηαηεζνύλ 7 δηδαθηηθέο ψξεο. 

Καη ε ελφηεηα απηή είλαη, θαηά ην κεγαιχηεξν κέξνο ηεο, επαλάιεςε ηεο 
αληίζηνηρεο ελφηεηαο ηεο Γ΄ Γπκλαζίνπ.  

΢ηελ αξρή ηεο ελφηεηαο γίλεηαη  γξαθηθή εξκελεία  ηεο ιχζεο  ελφο γξακκηθνχ  
ζπζηήκαηνο  δχν εμηζψζεσλ  κε δχν αγλψζηνπο, πξνθεηκέλνπ  λα θαηαλνήζνπλ νη 
καζεηέο  φηη εθηφο  απφ ηελ πεξίπησζε  κίαο ιχζεο, έλα ηέηνην ζχζηεκα κπνξεί λα 
είλαη αδχλαην ή λα έρεη άπεηξν πιήζνο ιχζεσλ. ΢πγρξφλσο  επαλαιακβάλνληαη  νη 
γλσζηέο  αιγεβξηθέο  κέζνδνη επίιπζεο  γξακκηθνχ ζπζηήκαηνο  δχν εμηζψζεσλ κε 
δχν αγλψζηνπο. 

΢ηε ζπλέρεηα, παξνπζηάδεηαη  ε δηεξεχλεζε γξακκηθνχ ζπζηήκαηνο δχν 
εμηζψζεσλ κε δχν αγλψζηνπο. Γηα ηε δηεξεχλεζε απηή ρξεζηκνπνηείηαη ε έλλνηα ηεο 
νξίδνπζαο  2x2  έηζη, ψζηε ηα ζρεηηθά ζπκπεξάζκαηα λα είλαη  επθνινκλεκφλεπηα 
απφ ηνπο καζεηέο. 

Αθνινπζεί ε παξνπζίαζε θαη επίιπζε ζπζηεκάησλ γξακκηθψλ εμηζψζεσλ κε 
ηξεηο αγλψζηνπο. Απφ ηηο δηάθνξεο κεζφδνπο επίιπζεο ηέηνησλ ζπζηεκάησλ 
ρξεζηκνπνηείηαη κφλν ε κέζνδνο ησλ δηαδνρηθψλ απαινηθψλ αγλψζησλ κε ηελ 
βνήζεηα ησλ αληίζεησλ ζπληειεζηψλ, ψζηε λα πξνθχςεη έλα θιηκαθσηφ ζχζηεκα. Ζ 
κέζνδνο απηή απνηειεί ηε βάζε γηα ηελ επίιπζε ηέηνησλ ζπζηεκάησλ κε ηελ βνήζεηα 
ησλ Ζ/Τ. 

Γε γίλεηαη δηεξεχλεζε ηέηνησλ ζπζηεκάησλ ζηε γεληθή κνξθή, αιιά εμεηάδνληαη 
ζπζηήκαηα κε αξηζκεηηθνχο ζπληειεζηέο θαη δηαπηζηψλεηαη αλ έρνπλ κνλαδηθή ιχζε 
ή αλ είλαη αδχλαηα ή έρνπλ άπεηξν πιήζνο ιχζεσλ. 

Γε θξίλεηαη ζθφπηκν ζε θακία πεξίπησζε λα επεθηαζεί ε δηδαζθαιία ηεο ελφηεηαο 
ζε ζέκαηα πνπ δελ πεξηιακβάλνληαη ζην δηδαθηηθφ βηβιίν. 

Οη ζηφρνη πνπ επηδηψθνληαη θαηά παξάγξαθν είλαη νη εμήο: 
 

Γ.1 (§3.1):  Οη καζεηέο πξέπεη λα κπνξνχλ: 
i. Να παξηζηάλνπλ γξαθηθά ηηο ιχζεηο κηαο εμίζσζεο ηεο κνξθήο 

0x y ή 0 . 

ii. Να επηιχνπλ αιγεβξηθά θαη γξαθηθά έλα ζχζηεκα δχν γξακκηθψλ εμηζψζεσλ κε 
δχν αγλψζηνπο. 

 

Γ A Γ A Γ 

Γ Β Γ Β Γ Β 

Ο Ο 
Ο 

Μ 

Μ 

Μ 

A 
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iii. Να επηιχνπλ πξνβιήκαηα κε ηελ βνήζεηα ελφο ζπζηήκαηνο δχν γξακκηθψλ 
εμηζψζεσλ κε δχν αγλψζηνπο. 

 
 
 
 
 
Γ.2 (§3.2):Οη καζεηέο πξέπεη λα κπνξνχλ λα επηιχνπλ έλα ζχζηεκα δχν γξακκηθψλ 
εμηζψζεσλ κε ηε κέζνδν ησλ νξηδνπζψλ. 
 

Καηά ηε δηδαζθαιία ηεο §Γ.2: 
 

  Να δνζεί κόλν ν πίλαθαο δηεξεύλεζεο σο εμήο:  

 
θαη λα ηνληζηεί ε γεσκεηξηθή εξκελεία θάζε ζπκπεξάζκαηνο, αθνχ πξψηα 

νξηζηνχλ νη νξίδνπζεο , xD D θαη yD .  

 

 Πξηλ απφ ηελ εθαξκνγή ηεο δηεξεχλεζεο ζπζηήκαηνο ηνπ βηβιίνπ είλαη ζθόπηκν 
λα ιπζνχλ απινχζηεξα παξαδείγκαηα ζπζηεκάησλ 2x2 κε παξάκεηξν, φπσο γηα 
παξάδεηγκα: 

 
i. Γηα πνηα ηηκή ηνπ ι έρεη άπεηξεο ιχζεηο ην ζχζηεκα: 

3 4

4

3

x y

x y
 

ii. Γηα πνηεο ηηκέο ηνπ ι είλαη αδχλαην ην ζχζηεκα: 
 

2

2 2

x y

x y
  

iii. Τπάξρνπλ ηηκέο ηνπ ι γηα ηηο νπνίεο ην ζχζηεκα έρεη κνλαδηθή ιχζε; 

2

2 4 5

x y

x y
 

 
΢ε θακία πεξίπησζε  λα κε θαζπζηεξήζεη  ε δηδαζθαιία  κε ηελ επίιπζε  
πνιχπινθσλ ζπζηεκάησλ  κε παξάκεηξν. 
 

    Να κε δηδαρηνύλ νη αζθήζεηο 6 ηεο Α΄ νκάδαο θαη 1 ηεο Β΄ νκάδαο ηεο ζει. 109. 
 
Γ.3 (§3.3):  Οη καζεηέο πξέπεη  λα κπνξνχλ: 

i. Nα επηιχνπλ έλα ζχζηεκα ηξηψλ γξακκηθψλ εμηζψζεσλ κε ηξεηο αγλψζηνπο κε ηε 
κέζνδν ησλ δηαδνρηθψλ απαινηθψλ. 

Σν ζχζηεκα 
x y

x y
  , 

 αλ D 0,ηφηε  έρεη κνλαδηθή ιχζε  ηελ ,
yx

DD
x y

D D
 

 αλ D=0,  ηφηε είλαη αδχλαην ή έρεη άπεηξεο ιχζεηο. 
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ii. Να δηαπηζηψλνπλ, αλ έλα ηέηνην ζχζηεκα έρεη κνλαδηθή ιχζε ή είλαη αδχλαην ή έρεη 
άπεηξν πιήζνο ιχζεσλ. 

iii. Nα επηιχνπλ πξνβιήκαηα κε ηε βνήζεηα ελφο ζπζηήκαηνο. 
 
Καηά ηε δηδαζθαιία ηεο Γ.3 λα κε δηδαρζνύλ νη αζθήζεηο 1 θαη 2 ηεο Β΄ νκάδαο 

ηεο ζει. 114. 
 
Γ.4 (§4.3):  Οη καζεηέο πξέπεη λα κπνξνχλ λα επηιχνπλ αιγεβξηθά ζπζηήκαηα δχν 
εμηζψζεσλ κε δχν αγλψζηνπο ζηα νπνία ε κία είλαη εμίζσζε α΄ βαζκνχ θαη ε άιιε β΄ 
βαζκνχ ή θαη νη δπν εμηζψζεηο β΄ βαζκνχ. Ζ γεσκεηξηθή επίιπζε κεξηθψλ απφ απηά 
πξνηείλεηαη λα γίλεη κεηά ηε δηδαζθαιία ηεο κειέηεο ζπλάξηεζεο. 

Γηα ηελ θαηαλφεζε ησλ ζπζηεκάησλ β΄ βαζκνχ θαη ην ξφιν ησλ παξακέηξσλ, 
είλαη ζθφπηκν, φπνπ είλαη δπλαηφλ, λα ππάξρεη  γεσκεηξηθή εξκελεία ησλ 
απνηειεζκάησλ. Γηα ην ζθνπφ απηφ κπνξεί λα δνζεί ε αθφινπζε δξαζηεξηφηεηα: 
 
ΔΡΑ΢ΣΗΡΙΟΣΗΣΑ: 
 ΢ην θαξηεζηαλφ επίπεδν πάξηε ην ζεκείν Α(1,1) θαη ραξάμηε ηνλ θχθιν C κε θέληξν 

Ο θαη αθηίλα R = (ΟΑ). Υαξάμηε επηπιένλ ηελ επζεία ε κε εμίζσζε   , 0x y   

γηα κηα ηπραία ηηκή ηνπ κ. 
Α)  α) Τπνινγίζηε ηελ αθηίλα ηνπ θχθινπ  
      β) Βξείηε ηα ζεκεία ηνκήο ηεο επζείαο κε ηνπο άμνλεο θαη ζηε  ζπλέρεηα απνδείμηε 

φηη ε απφζηαζε ηνπ Ο απφ ηελ επζεία ε είλαη ίζε κε 

2

2
d  

      
γ) Απνδείμηε φηη: 

 Ζ επζεία θαη ν θχθινο δελ έρνπλ θαλέλα θνηλφ ζεκείν φηαλ 2 . 

 Ζ επζεία θαη ν θχθινο εθάπηνληαη φηαλ κ=2. 

 Ζ επζεία θαη ν θχθινο ηέκλνληαη φηαλ 0<κ<2. 

 
Β)  α) Απνδείμηε φηη έλα ζεκείν Μ (x,y) αλήθεη ζηνλ θχθιν C, αλ θαη κφλν αλ νη 

ζπληεηαγκέλεο ηνπ επαιεζεχνπλ ηελ εμίζσζε: 
2 2 2x y . 

     β) Καηαιήμηε ζηα ίδηα ζπκπεξάζκαηα γηα ηηο ζρεηηθέο ζέζεηο ηεο επζείαο θαη ηνπ 
θχθινπ ιχλνληαο ην παξαθάησ ζχζηεκα: 

2 2 2x y

x y
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Δλόηεηα Δ: Πξνηείλεηαη λα δηαηεζνύλ 12 δηδαθηηθέο ψξεο 

 
΢ηελ αξρή ηεο ελφηεηαο κε ηε βνήζεηα παξαδεηγκάησλ θαηά-λνείηαη ε 

ζθνπηκφηεηα θαη ε αλαγθαηφηεηα ηεο κειέηεο ζπλάξηεζεο γηα ηελ αθξηβέζηεξε 
ζρεδίαζε ηεο γξαθηθήο ηεο παξάζηαζεο. Έηζη, εηζάγνληαη νη έλλνηεο ηεο άξηηαο θαη 
πεξηηηήο ζπλάξηεζεο, ηεο γλεζίσο κνλφηνλεο ζπλάξηεζεο, θαζψο θαη ε έλλνηα ηνπ 
κέγηζηνπ θαη ηνπ ειαρίζηνπ κηαο ζπλάξηεζεο. Με ηε βνήζεηα ησλ ελλνηψλ απηψλ 
γίλεηαη ε κειέηε θαη ε γξαθηθή παξάζηαζε  ησλ ζπλαξηήζεσλ: 

 
2( )f x ax .θαη ( )

a
f x

x
. 

Αθνινπζεί ε κειέηε ηεο ζπλάξηεζεο:  
2( )f x x x , κε 0 , 

θαη ηα ζπκπεξάζκαηα ηεο κειέηεο ρξεζηκνπνηνχληαη ζε δηάθνξεο εθαξκνγέο, φπσο 
είλαη ε εχξεζε αθξνηάησλ ζπλάξηεζεο θαη ε επίιπζε ησλ αληζψζεσλ 

2 0x x ή 0 . 

Σέινο, κειεηάηαη ην πξφζεκν ηεο ζπλάξηεζεο:  

                               1 2( ) ( ) ( ) ... ( )f x P x P x P x , 

ηεο νπνίαο νη παξάγνληεο είλαη πνιπψλπκα α΄ βαζκνχ ή β΄ βαζκνχ κε αξλεηηθή 
δηαθξίλνπζα. Με ηε βνήζεηα ηεο παξαπάλσ κειέηεο επηιχνληαη αληζψζεηο ησλ 
κνξθψλ: 

1 2( ) ( ) ... ( ) 0P x P x P x  ή 0          θαη         
( )

0
( )

P x

Q x
ή 0 . 

Δηδηθφηεξα, νη ζηφρνη πνπ πεξηγξάθνληαη θαηά παξάγξαθν είλαη νη εμήο: 
  
Δ.1 (§2.5):  Οη καζεηέο πξέπεη  λα κπνξνχλ: 
i. Nα αλαγλσξίδνπλ αλ κία ζπλάξηεζε είλαη άξηηα ή αλ είλαη πεξηηηή θαη λα 

δηαπηζηψλνπλ ηηο αληίζηνηρεο ζπκκεηξίεο ζηε γξαθηθή παξάζηαζε. 
ii. Nα βξίζθνπλ ηα δηαζηήκαηα κνλνηνλίαο απιψλ ζπλαξηήζεσλ.  

iii. Nα βξίζθνπλ ηα αθξφηαηα απιψλ ζπλαξηήζεσλ. 

iv. Nα κειεηνχλ ηηο ζπλαξηήζεηο 
2( )f x x θαη ( )f x

x
,κε 0  θαη λα 

ζρεδηάδνπλ  ηηο γξαθηθέο ηνπο παξαζηάζεηο. 
 
     Καηά ηε δηδαζθαιία ηεο §Δ.1 πξέπεη λα θπξηαξρεί ε επνπηεία. Οη έλλνηεο ηεο 
άξηηαο ζπλάξηεζεο, ηεο πεξηηηήο ζπλάξηεζεο, ηεο γλεζίσο κνλφηνλεο ζπλάξηεζεο 
θαη ησλ αθξφηαησλ ζπλάξηεζεο κπνξνχλ λα θαηαλνεζνχλ  ζηελ ηάμε απηή κέζα απφ 
ηηο γξαθηθέο παξαζηάζεηο. ΢ε θακία πεξίπησζε ε δηδαζθαιία δελ πξέπεη λα πάξεη 
ζεσξεηηθή κνξθή, δηφηη ζηελ ηάμε απηή νη καζεηέο δελ έρνπλ  ηελ απαξαίηεηε 
σξηκφηεηα  θαη δελ δηαζέηνπλ  ηηο γλψζεηο  γηα λα θαηαλνήζνπλ ηηο αθεξεκέλεο απηέο 
έλλνηεο (βιέπε θαη πξφηαζε γηα ην κάζεκα απηφ ζηηο ζειίδεο 24 - 29 ηνπ θεηκέλνπ).  

Ζ δηδαζθαιία ηεο παξαγξάθνπ Δ.1 λα γίλεη ζχκθσλα κε ηηο νδεγίεο πνπ 
αθνινπζνχλ: 

1) Μνλνηνλία – Αθξφηαηα ζπλάξηεζεο. 
2) Άξηηα – Πεξηηηή ζπλάξηεζε 

3) Οη ζπλαξηήζεηο 
2( )f x x  θαη 

2( ) , 0f x x  

4) Ζ ζπλάξηεζε 
2( ) , 0f x x  
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5) Οη ζπλαξηήζεηο 
1

( )f x
x

θαη ( ) , 0f x
x

 

6) Ζ ζπλάξηεζε ( ) , 0f x
x

 

1) Ζ κειέηε ηεο κνλνηνλίαο θαη ησλ αθξνηάησλ πξνηείλεηαη λα γίλεη φπσο 
παξνπζηάδεηαη ζηηο ζειίδεο 14 έσο θαη 17.  

 
 2) Ζ κειέηε ηεο άξηηαο θαη ηεο πεξηηηήο ζπλάξηεζεο πξνηείλεηαη λα γίλεη σο εμήο: 
 

Άξηηα ΢πλάξηεζε 

 ΢ηελ αξρή λα δνζεί  ε γξαθηθή παξάζηαζε C κηαο άξηηαο ζπλάξηεζεο ζε έλα 
ζχλνιν Α, φπσο ηεο ζπλάξηεζεο ηνπ παξαθάησ ζρήκαηνο α) θαη λα δεηεζεί απφ 
ηνπο καζεηέο λα δηαπηζηψζνπλ φηη: 

i. Ζ C έρεη άμνλα ζπκκεηξίαο ηνλ άμνλα y´y. 
ii. Σν πεδίν νξηζκνχ ηεο f  έρεη θέληξν ζπκκεηξίαο ην 0 θαη επηπιένλ φηη νη ηηκέο ηεο 

ζηα αληίζεηα x  είλαη ίζεο, δειαδή φηη γηα θάζε x ηζρχεη: 

x    θαη   ( ) ( )f x f x . 

 

  
       ΢ρήκα (α)            ΢ρήκα (β) 

 

 ΢ηε ζπλέρεηα λα δνζεί ν νξηζκφο ηεο άξηηαο ζπλάξηεζεο θαη λα ηνληζηεί φηη νη 
άξηηεο ζπλαξηήζεηο έρνπλ αληίζεην είδνο κνλνηνλίαο ζε ζπκκεηξηθά, σο πξνο ην 0, 

δηαζηήκαηα ηνπ πεδίνπ νξηζκνχ. Έηζη, ελψ ζην (0, )  ε f ηνπ παξαπάλσ 

΢ρήκαηνο (α) είλαη γλεζίσο αχμνπζα, ζην ( , 0)  είλαη γλεζίσο θζίλνπζα. 

Δπνκέλσο, ε κειέηε θαη ε ράξαμε ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο κηαο άξηηαο 
ζπλάξηεζεο κπνξεί λα γίλεη πξψηα γηα  ηηο κε αξλεηηθέο ηηκέο ηνπ x  θαη ζηε 

ζπλέρεηα γηα φιεο ηηο ηηκέο ηνπ x . 

 Σέινο, λα δεηεζεί απφ ηνπο καζεηέο λα απνδείμνπλ φηη ε  
2( )f x x    θαη γεληθά ε   

2( )f x x  

είλαη άξηηεο ζπλαξηήζεηο. 
 
 

Πεξηηηή ζπλάξηεζε 
 

 Να παξνπζηαζηεί αλαιφγσο κε ηε βνήζεηα ηνπ παξαπάλσ ΢ρήκαηνο (β).  
 

 ΢ηε ζπλέρεηα λα δνζεί ζηνπο καζεηέο λα απνδείμνπλ φηη ε  
 

 

 
3( )f x x  θαη γεληθά ε 

3( )f x x , 
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θαζψο θαη ε   

1
( )f x

x
,  θαη γεληθά ε ( )f x

x
 

είλαη πεξηηηέο ζπλαξηήζεηο. 
 

 Μεηά ηε δηδαζθαιία ησλ ελλνηψλ άξηηα - πεξηηηή ζπλάξηεζε λα δνζνχλ σο 
αζθήζεηο γηα ην ζπίηη νη αθφινπζεο: 

 
i. Ζ άζθεζε 11 ηεο Α΄ νκάδαο ηεο ζειίδαο 93. 

 
ii. Πνηεο απφ ηηο παξαθάησ ζπλαξηήζεηο είλαη άξηηεο θαη πνηεο πεξηηηέο; 

 
 
 

 

 
iii. Ζ άζθεζε 13 ηεο Α΄ νκάδαο ηεο ζειίδαο 93. 

 
iv. Να ζπκπιεξψζεηε ηηο παξαθάησ γξακκέο ψζηε λα παξηζηάλνπλ γξαθηθέο 

παξαζηάζεηο:  
α) άξηηαο ζπλάξηεζεο   θαη    β) πεξηηηήο ζπλάξηεζεο. 
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v. Οη αζθήζεηο 9 θαη 10 i), 10 ii) θαη 12 ηεο Α΄ νκάδαο ηεο ζειίδαο 93. 

 
Να κε δηδαρζνύλ νη αζθήζεηο 10iii) θαη 10ηv)  ηεο Α΄ νκάδαο ησλ ζειίδσλ 93. 

 

3. Ζ κειέηε ηεο ζπλάξηεζεο  
2( )f x x   πξνηείλεηαη λα γίλεη σο εμήο: 

α) Απνδεηθλχνπκε φηη ε f  είλαη άξηηα θαη επνκέλσο έρεη άμνλα ζπκκεηξίαο ηνλ   

άμνλα y´y. 
 

β) Μειεηνχκε ηελ f ζην δηάζηεκα 0, θαη ραξάδνπκε ηε γξαθηθή ηεο 

παξάζηαζε ζην δηάζηεκα απηφ. 
 
γ) Κάλνληαο ρξήζε ηεο παξαπάλσ ζπκκεηξίαο, ραξάδνπκε ηε γξαθηθή 

παξάζηαζε ηεο f ζε φιν ην   θαη εμάγνπκε ηα ζπκπεξάζκαηα γηα ηε κνλνηνλία 

θαη ηα αθξφηαηα απηήο. 
 

4. Γηα ηε κειέηε ηεο 
1

( )f x
x

εξγαδφκαζηε αλαιφγσο. 

 
Καηά ηε δηδαζθαιία ηεο §Δ.1 λα κε δηδαρηνύλ ε άζθεζε 2 ηεο Α΄ νκάδαο ηεο 
ζειίδαο 92 θαη νη αζθήζεηο ηεο Β΄ νκάδαο ηεο ζειίδαο 94.  
 

  Function probe, Μελέηη ηης ζσνάρηηζης y
x

 ζελ. 80-84  (αθορά ηη §2.5 

ζτολ. βιβλίοσ) 

 
 
  
Δ.2 §(4.4): Οη καζεηέο πξέπεη  λα κπνξνχλ: 

i. Nα γξάθνπλ έλα ηξηψλπκν 
2( ) , 0,f x x x ζηε κνξθή 

2

( )
2 4

f x x  θαη, αλάινγα κε ην πιήζνο ησλ ξηδψλ ηνπ, ζε κία απφ 

ηηο αθφινπζεο κνξθέο  
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1 2

2

2

( ) ( ).( ),

( ) ( )

( )
2 4

f x a x x

f x a x

f x x

 

θαη λα ηηο ρξεζηκνπνηνχλ  φηαλ ρξεηάδεηαη  (π.ρ. εχξεζε αθξνηάησλ ηξησλχκνπ, 
απινπνίεζε θιαζκαηηθψλ παξαζηάζεσλ θηι. 
ii. Nα παξηζηάλνπλ γξαθηθά ζπλαξηήζεηο κνξθήο f (x) = θ (x) ± c. 

iii. Nα παξηζηάλνπλ γξαθηθά ζπλαξηήζεηο κνξθήο f (x) = θ (x ± c). 
iv. Nα θάλνπλ ηε κειέηε θαη ηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο f(x) = αx2 + βx + γ, α 0. 
v. Nα επηιχνπλ γξαθηθά ηελ εμίζσζε αx2 + βx + γ = 0, α 0.  
Καηά ηε δηδαζθαιία ηεο §Δ.2: 

 Ζ γξαθηθή παξάζηαζε κηαο ζπλάξηεζεο f(x)=θ(x) ± c, c>0, πνπ είλαη θαηαθφξπθε 
κεηαηφπηζε ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο θ θαηά c κνλάδεο άλσ ή θάησ, δελ 
παξνπζηάδεη δπζθνιίεο θαηαλφεζεο. Μεγάιεο, φκσο, δπζθνιίεο θαηαλφεζεο 
παξνπζηάδνληαη ζηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο f(x) = θ(x ± c), c>0, 
πνπ είλαη  νξηδφληηα  κεηαηφπηζε ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο θ θαηά c κνλάδεο 
αξηζηεξά ή δεμηά. Γη’ απηφ πξέπεη λα γίλεη πξνεηνηκαζία ησλ καζεηψλ κε 
θαηάιιεια απιά παξαδείγκαηα, φπσο: 
α) ΢ην ίδην ζχζηεκα αμφλσλ λα γίλνπλ νη γξαθηθέο παξαζηάζεηο ησλ 

ζπλαξηήζεσλ: 

( )f x x ,    ( ) 1g x x ,   ( ) 1h x x . 

 

 
β) Να θαηαζθεπάζεηε έλαλ πίλαθα ηηκψλ ησλ ζπλαξηήζεσλ: 

2( ) 2x x ,   
2( ) 2( 3)f x x ,   

2( ) 2( 3)g x x . 

Ση παξαηεξείηε; 
 

x  -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 

2( ) 2x x  
50 32 18 8 2 0 2 8 18 32 50 

2( ) 2( 3)f x x
 

128 98 72 50 32 18 8 2 0 2 8 

2( ) 2( 3)g x x

 

8 2 0 2 8 18 32 50 72 98 128 

[Οη ηηκέο ηεο f αθνινπζνύλ κε δηαθνξά ηξηώλ βεκάηωλ, ελώ νη ηηκέο ηεο g πξνεγνύληαη θαηά ηξία βήκαηα] 

 

 ΢ην ιπκέλν πξφβιεκα ηεο ζειίδαο 135, ακέζσο κεηά ηνλ κεηαζρεκαηηζκφ ηνπ 

ηξησλχκνπ f(x), ζηε κνξθή 
2( ) 2( 3) 1,f x x  λα επηζεκαλζεί φηη ε ζπλάξηεζε 

έρεη γηα 3x  ειάρηζην, ην (3) 1f . Με ηε κέζνδν απηή λα γίλνπλ θαη άιιεο 

εθαξκνγέο ππνινγηζκνχ ηνπ αθξνηάηνπ ελφο ηξησλχκνπ. 
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 Οη καζεηέο πξέπεη κε ηελ κέζνδν ζπκπιήξσζεο ηεηξαγψλνπ ή κε ηε βνήζεηα 
ησλ πηλάθσλ ησλ ζειίδσλ 136 θαη 137 λα κπνξνχλ λα βξίζθνπλ ην αθξφηαην 
ελφο ηξησλχκνπ θαη λα θαηαλνήζνπλ φηη ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο 

2( )f x x x  είλαη ε παξαβνιή 
2y x παξάιιεια κεηαηνπηζκέλε ζε κηα 

άιιε ζέζε κε θνξπθή ην ζεκείν ( , )
2 4

K .  

 Πξνηείλεηαη λα δνζεί ε αθφινπζε δξαζηεξηφηεηα: 

ΔΡΑ΢ΣΗΡΙΟΣΗΣΑ:    

΢ην δηπιαλφ ζρήκα ην ηξίγσλν ΟΑΒ είλαη 
νξζνγψλην, ην Μ είλαη ηπραίν ζεκείν ηεο ΟΑ θαη 

 ΜΝ//ΟΒ. Αλ (ΟΑ)=4, (ΟΒ)=3 θαη (ΟΜ)=x, θαη Δ(x) 
είλαη ην εκβαδφλ ηνπ ηξηγψλνπ ΒΜΝ, 

α)  Να απνδείμεηε φηη: 

     
3(4 )

( )
4

x
MN   θαη      

23 3
( )

8 2
E x x x  

β) Να βξείηε ηε ζέζε ηνπ Μ γηα ηελ νπνία ην εκβαδφλ Δ(x) κεγηζηνπνηείηαη. Πνηα είλαη 
ε κέγηζηε ηηκή ηνπ Δ(x); 

 

  Function probe, Βνιή - Γεπηεξνβάζκηεο εμηζψζεηο ζει. 40-43 (αθνξά ηελ §4.4 
ζρνι. βηβιίνπ) 

Ζ πξφζθιεζε ζει. 44-46 (αθνξά ηελ §4.4 ζρνι. βηβιίνπ) 

Μεηαζρεκαηηζκνί ζηε ζπλάξηεζε 
2

y x x  ζει. 50-52 (αθνξά ηελ §4.4 

ζρνι. βηβιίνπ) 
Οηθνγέλεηεο παξαβνιψλ  ζει. 48-51  (αθνξά ηελ §4.4 ζρνι. βηβιίνπ) 

 
Δ.3 (§4.5): Οη καζεηέο πξέπεη λα κπνξνχλ λα απνδεηθλχνπλ ηα ζπκπεξάζκαηα πνπ 
αλαθέξνληαη ζην πξφζεκν ηξησλχκνπ θαη λα επηιχνπλ αληζψζεηο β’ βαζκνχ 
ρξεζηκνπνηψληαο απηά ηα ζπκπεξάζκαηα. 
Σα ζπκπεξάζκαηα γηα ην πξφζεκν ηνπ ηξησλχκνπ λα εμαρζνχλ κφλν κε ηε βνήζεηα 
ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηνπ ηξησλχκνπ θαη λα κε γίλεη ε αιγεβξηθή απφδεημε. 
 
Δ.4 (§4.5): Οη καζεηέο πξέπεη  λα κπνξνχλ λα βξίζθνπλ ην πξφζεκν ηνπ 

πνιπσλχκνπ 1 2( ) ( ). ( )..... ( )f x P x P x P x  θαη λα επηιχνπλ αληζψζεηο ηεο κνξθήο: 

1 2( ) ( ) ... ( ) 0P x P x P x  ή  0  θαη   
( )

0
( )

P x

Q x
ή  0  

Ζ εχξεζε ηνπ πξφζεκνπ ηνπ 1 2( ) ( ). ( )..... ( )f x P x P x P x  κπνξεί λα γίλεη θαη σο εμήο: 

 Βξίζθνπκε ηηο ξίδεο ησλ παξαγφλησλ 1 2( ), ( ),....P x P x  ( )P x  θαη  ηηο ηνπνζεηνχκε 

πάλσ ζε έλαλ άμνλα θαηά ηάμε κεγέζνπο. 

4

3

x
O A

B

Μ

Ν



 42 

 ΢ην δηάζηεκα πνπ είλαη δεμηά ηεο  κεγαιχηεξεο ξίδαο  ζέηνπκε σο πξφζεκν ηνπ 

( )f x ην πξφζεκν ηνπ γηλνκέλνπ ησλ ζπληειεζηψλ ησλ κεγηζηνβάζκησλ φξσλ 

ησλ παξαγφλησλ  
1 2( ), ( ),....P x P x θαη ( ).P x  

 ΢ηα ππφινηπα δηαζηήκαηα ην πξφζεκν ηνπ ( )f x θαζνξίδεηαη αθνινπζψληαο ηνλ 

επφκελν θαλφλα: 
«Όηαλ κεηαβαίλνπκε απφ έλα δηάζηεκα ζην ακέζσο πξνεγνχκελν ,αλ ε 
πνιιαπιφηεηα ηεο ξίδαο πνπ ρσξίδεη ηα δηαζηήκαηα είλαη πεξηηηφο αξηζκφο ,ηφηε 
αιιάδνπκε ην πξφζεκν, αλ φκσο είλαη άξηηνο αξηζκφο, ηφηε δηαηεξνχκε ην ίδην 
πξφζεκν». 

΢χκθσλα κε ηα παξαπάλσ, επεηδή ην πνιπψλπκν: 

2 2 2( ) ( 4)( 3 2)( 1)f x x x x x x  

έρεη ξίδεο ηηο  -2, 1 θαη  2 (δηπιή), θαη επεηδή ην πξφζεκν ηνπ γηλνκέλνπ ησλ 
ζπληειεζηψλ ησλ κεγηζηνβάζκησλ φξσλ ησλ παξαγφλησλ ηνπ είλαη αξλεηηθφ, ην 

πξφζεκν ηνπ ( )f x  ζα δίλεηαη απφ ηνλ παξαθάησ πίλαθα: 

 

   x                 -2                            1                  2 

( )f x

 

             0          +                0               0          

Έηζη, ε αλίζσζε  ( )f x 0  αιεζεχεη κφλν  αλ   2,1 2x  . 

Καηά ηε  δηδαζθαιία ηεο Δ.4 λα κε δηδαρηνύλ νη αζθήζεηο ηεο Β΄ νκάδαο ηεο 
ζειίδαο 152 .Να επηιπζνχλ φκσο γξαθηθά αληζψζεηο, φπσο γηα παξάδεηγκα νη: 

1 1

2x
           θαη         

1 1

2x
. 
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Δλόηεηα  ΢Σ: Πξνηείλεηαη λα δηαηεζνύλ 6 δηδαθηηθέο ώξεο. 
(Αλ ν δηαζέζηκνο ρξφλνο δελ επαξθεί γηα ηελ νινθιήξσζε ηεο δηδαζθαιίαο ηεο 
ελφηεηαο ζα πξέπεη λα δηαηεζνχλ νη απαηηνχκελεο ψξεο ζηηο αξρέο ηνπ επφκελνπ 
ζρνιηθνχ έηνπο). 

΢ηελ αξρή ηεο ελφηεηαο επαλαιακβάλνληαη νη νξηζκνί ησλ ηξηγσλνκεηξηθψλ 
αξηζκψλ νη νπνίνη είλαη γλσζηνί απφ ην Γπκλάζην. 

΢ηε ζπλέρεηα, αθνχ γεληθεπζεί ε έλλνηα ηεο γσλίαο, νξίδνληαη νη ηξηγσλνκεηξηθνί 
αξηζκνί κηαο νπνηαζδήπνηε γσλίαο κε ηελ βνήζεηα ηνπ ηξηγσλνκεηξηθνχ θχθινπ θαη 
απνδεηθλχνληαη νη βαζηθέο ηξηγσλνκεηξηθέο ηαπηφηεηεο. 

Αθνινπζεί ε αλαγσγή ηνπ ππνινγηζκνχ ησλ ηξηγσλνκεηξηθψλ αξηζκψλ 
νπνηαζδήπνηε γσλίαο ζην 1ν ηεηαξηεκφξην.  

Δηδηθφηεξα, νη ζηφρνη πνπ επηδηψθνληαη θαηά παξάγξαθν είλαη: 
 
΢Σ.1: Οη καζεηέο πξέπεη λα γλσξίδνπλ: 
 
i. Πσο νξίδνληαη νη ηξηγσλνκεηξηθνί αξηζκνί νμείαο γσλίαο νξζνγσλίνπ ηξηγψλνπ 

θαζψο θαη νη ηξηγσλνκεηξηθνί αξηζκνί νπνηαζδήπνηε γσλίαο ζε έλα νξζνθαλνληθφ 
ζχζηεκα ζπληεηαγκέλσλ. 

ii. Σε ζρέζε πνπ ζπλδέεη ηνπο ηξηγσλνκεηξηθνχο αξηζκνχο γσληψλ πνπ δηαθέξνπλ 
θαηά πνιιαπιάζην ησλ 360ν . 

iii. Σελ έλλνηα ηνπ ηξηγσλνκεηξηθνχ θχθινπ θαη ηνλ ηξφπν πνπ παξηζηάλνληαη ζ’ 
απηφλ νη ηξηγσλνκεηξηθνί αξηζκνί γσλίαο ζε κνίξεο ή αθηίληα. 

 
΢Σ.2: Οη καζεηέο πξέπεη  λα γλσξίδνπλ λα απνδεηθλχνπλ ηηο  βαζηθέο 

ηξηγσλνκεηξηθέο ηαπηφηεηεο θαη λα ηηο ρξεζηκνπνηνχλ: 
i. Γηα ηνλ ππνινγηζκφ ησλ ηξηγσλνκεηξηθψλ αξηζκψλ φηαλ δίλεηαη έλαο απφ απηνχο 

θαη 
ii. Γηα  λα απνδεηθλχνπλ άιιεο ηαπηφηεηεο. Έηζη δίλεηαη ε επθαηξία γηα άζθεζε ζηνλ 

αιγεβξηθφ ινγηζκφ θαη ηελ απνδεηθηηθή δηαδηθαζία. 
 
΢Σ.3: Οη καζεηέο πξέπεη: 
  
i. Να γλσξίδνπλ ηηο ζρέζεηο πνπ ζπλδένπλ ηνπο ηξηγσλνκεηξηθνχο αξηζκνχο 

γσληψλ. 
- Αληηζέησλ 
- Με άζξνηζκα 180ν  
- Πνπ δηαθέξνπλ θαηά 180ν  
- Με άζξνηζκα 90ν  

ii. Να κπνξνχλ λα ρξεζηκνπνηνχλ ηηο πξνεγνχκελεο ζρέζεηο γηα ηελ αλαγσγή ηνπ 
ππνινγηζκνχ ησλ ηξηγσλνκεηξηθψλ αξηζκψλ νπνηαζδήπνηε γσλίαο ζηνλ 
ππνινγηζκφ ησλ ηξηγσλνκεηξηθψλ αξηζκψλ γσλίαο απφ 0ν κέρξη 90ν . 
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ΓΔΩΜΔΣΡΙΑ: Ώξεο 2/3 εβδνκαδηαίσο 

 
Καηά ην ζρνιηθφ έηνο 2009-2010 ζα δηδαρζεί ην βηβιίν Δπθιείδεηα Γεσκεηξία ησλ 

Αξγπξνπνχινπ Ζ., Βιάκνπ Π., Καηζνχιε Γ., Μαξθάηε ΢. θαη ΢ίδεξε Π. Σν βηβιίν 
απηφ ζπλνδεχεηαη θαη απφ βηβιίν ηνπ θαζεγεηή, ζην νπνίν ππάξρνπλ αλαιπηηθέο 
νδεγίεο γηα ηελ δηδαζθαιία. Απφ ην βηβιίν ζα δηδαρζνχλ ζηελ Α΄ ηάμε ηνπ ΔΠΑ.Λ. ηα 
Κεθάιαηα 1-8. ΢ηε ζπλέρεηα, πξνηείλεηαη κηα ελδεηθηηθή θαηαλνκή ησλ σξψλ 
δηδαζθαιίαο αλά Κεθάιαην.  
 
ΚΔΦΑΛΑΙΟ 1 - ΚΔΦΑΛΑΙΟ 2: (Πξνηείλεηαη λα δηαηεζoύλ 4   δηδαθηηθέο ώξεο) 
  
 
Ζ δηδαζθαιία ηνπ Κεθαιαίνπ 2  πξέπεη λα έρεη ραξαθηήξα επαλάιεςεο θαη ν 
δηδάζθσλ λα επηκείλεη κφλν ζηελ θαηαλφεζε ησλ βαζηθψλ ελλνηψλ. 

 

 Cabri II, Γξαζηεξηφηεηα 1α θαη 1β ζει. 11-12  (αθνξά §2.16 ζρνι. βηβιίνπ) 

  
ΚΔΦΑΛΑΙΟ 3: (Πξνηείλεηαη λα δηαηεζνύλ 16-18 δηδαθηηθέο ώξεο) 
 
 Γε ζα δηδαρζνχλ: 

 Οη απνδείμεηο ησλ ζεσξεκάησλ ησλ §3.2, 3.3, 3.4 

 Ζ απφδεημε ηνπ Θεσξήκαηνο ηεο §3.5  

 Οη απνδείμεηο ησλ ζεσξεκάησλ Η & ΗΗ ηεο §3.6 

 Ζ απφδεημε ηνπ Θεσξήκαηνο ηεο §3.10 

 Ζ απφδεημε ηνπ Θεσξήκαηνο ηεο §3.11 

 Ζ απφδεημε ηνπ Θεσξήκαηνο ηεο §3.12 

 Οη απνδείμεηο ηνπ ζεσξεκάησλ ηεο  §3.13 

 Ζ απφδεημε ηνπ Θεσξήκαηνο ηεο  §3.14 

 Οη γεληθέο αζθήζεηο ηνπ Κεθαιαίνπ ζηε ζει. 70 
 

΢ΥΟΛΙΟ: Οη πξνηεηλφκελεο δξαζηεξηφηεηεο ζηηο ζειίδεο 41 θαη 47 ηνπ βηβιίνπ 
ηνπ καζεηή  απνηεινχλ ελαιιαθηηθέο δηαηππψζεηο ησλ ζεσξεκάησλ ηεο §4.5 
ηεο ζειίδαο 80.  
 

 Cabri II, ΢πκκεηξία σο πξνο ζεκείν θαη σο πξνο άμνλα  ζει. 15  (αθνξά §3.9 
ζρνι. βηβιίνπ) 

Κξηηήξηα ηζφηεηαο ηξηγψλνπ  ζει.19  (αθνξά §3.4 ζρνι. βηβιίνπ) 

 

  The Geometer´s Sketchpad, Ηζφηεηα ηξηγψλσλ (Π-Γ-Π), ζει. 75-76 (αθνξά §3.2  
ζρνι. βηβιίνπ) 

 Ηζφηεηα ηξηγψλσλ(Γ-Π-Γ), ζει. 74 (αθνξά §3.3 ζρνι. βηβιίνπ) 

  
ΚΔΦΑΛΑΙΟ 4: (Πξνηείλεηαη λα δηαηεζνύλ 6  δηδαθηηθέο ώξεο)  
 
Γε ζα δηδαρζνχλ: 

 Ζ απφδεημε ηεο πξφηαζεο ΗV ηεο §4.2 

 Οη απνδείμεηο ηνπ Θεσξήκαηνο θαη ηνπ πνξίζκαηνο ηεο §4.7 

 Οη γεληθέο αζθήζεηο ηνπ Κεθαιαίνπ.  
 

 Cabri II, Γξαζηεξηφηεηα 1α ζει. 23  (αθνξά §4.7 ζρνι. βηβιίνπ) 
Γξαζηεξηφηεηα 1β ζει. 25  (αθνξά §4.4 ζρνι. βηβιίνπ) 
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  The Geometer´s Sketchpad, Μεζνθάζεηνη ηξηγψλνπ, ζει. 54-55 (αθνξά §4.5 
ζρνι. βηβιίνπ) 

Γηρνηφκνη ηξηγψλνπ, ζει. 59-60 (αθνξά §4.5 ζρνι. βηβιίνπ) 

  
 
 
 
 
ΚΔΦΑΛΑΙΟ 5: (Πξνηείλεηαη λα δηαηεζνύλ 12  δηδαθηηθέο ώξεο) 
 
Γε ζα δηδαρζνύλ:  

 Ζ απφδεημε ηνπ Θεσξήκαηνο ηεο § 5.7 

 Ζ απφδεημε ηνπ Θεσξήκαηνο ηεο § 5.8 

 Οη γεληθέο αζθήζεηο ηνπ Κεθαιαίνπ. 
 

 Cabri II, Γξαζηεξηφηεηα 1α θαη 1β ζει. 29-32  (αθνξά §5.5 ζρνι. βηβιίνπ) 

 

  The Geometer´s Sketchpad, Ηδηφηεηεο νξζνγσλίσλ παξαιιεινγξάκκσλ, 
ζει.61-62 (αθνξά §5.3 ζρνι. βηβιίνπ) 

Σεηξάπιεπξν κε θνξπθέο ηα κέζα ησλ πιεπξψλ άιινπ ηεηξαπιεχξνπ, ζει. 15   
(αθνξά §5.3 ζρνι. βηβιίνπ) 
Ηδηφηεηεο ξφκβσλ, ζει.63-64 (αθνξά §5.4 ζρνι. βηβιίνπ) 
Γηάκεζνη ηξηγψλνπ, ζει. 52-53 (αθνξά §5.7 ζρνι. βηβιίνπ) 
Ύςε ηξηγψλνπ, ζει. 56-58 (αθνξά §5.8 ζρνι. βηβιίνπ) 
Μεζνθάζεηνη ηξηγψλνπ, ζει. 54-55 (αθνξά §5.12 ζρνι. βηβιίνπ) 
Γηρνηφκνη ηξηγψλνπ, ζει. 59-60 (αθνξά §5.12 ζρνι. βηβιίνπ) 

  
 
ΚΔΦΑΛΑΙΟ 6: (Πξνηείλεηαη λα δηαηεζνύλ 5  δηδαθηηθέο ώξεο) 

 
 ΢ηελ απφδεημε ηνπ Θεσξήκαηνο ηεο §6.2 λα δηδαρζεί κφλν ε πεξίπησζε (i). 

Γε ζα δηδαρζνύλ: 

 Ζ απφδεημε ηνπ Θεσξήκαηνο ηεο §6.3 

 Ζ εθαξκνγή 2 ηεο §6.3 

 Ζ §6.4 

 Ζ απφδεημε ηνπ Θεσξήκαηνο ηεο §6.6 

 Ζ εθαξκνγή 3 ηεο §6.6 

 Σα πξνβιήκαηα 1,2,4, ηεο §6.7 

 Οη γεληθέο αζθήζεηο ηνπ Κεθαιαίνπ  
 

 Cabri II, Δγγξάςηκα ηεηξάπιεπξα, ζει. 35-40  (αθνξά επαλαι. Κεθ.6 ζρνι. 
βηβιίνπ) 

Γξαζηεξηφηεηα 1, 2 θαη 3, ζει. 37-40  (αθνξά επαλαι. Κεθ.6 ζρνι. βηβιίνπ) 

 

  The Geometer´s Sketchpad, Γεσκ. Σφπνο κέζσλ παξαιιήισλ ρνξδψλ, ζει. 
43-44 θαη 46-47  (αθνξά §6.4-6.7 ζρνι. βηβιίνπ) 

 
 
 
  
 ΚΔΦΑΛΑΙΟ 7: (Πξνηείλεηαη λα δηαηεζνύλ 5-6 δηδαθηηθέο ώξεο)  
 



 46 

Ζ δηδαζθαιία ησλ § 7.1 έσο θαη 7.6 λα γίλεη πεξηιεπηηθά κέζα απφ ηηο εξσηήζεηο 
θαηαλφεζεο θαη εκπέδσζεο θαη λα κελ απαηηείηαη ε απνκλεκφλεπζε ησλ ηχπσλ ησλ 
ζειίδσλ 149 θαη 150. 
Γε ζα δηδαρζνύλ: 

 Ζ απφδεημε ηνπ Θεσξήκαηνο ηνπ Θαιή §7.7  θαη ε απφδεημε ηνπ Θεσξήκαηνο ηεο 
ζειίδαο 153.  

 Ζ §7.9 

 Οη γεληθέο αζθήζεηο ηνπ Κεθαιαίνπ 
 

 Cabri II, Γξαζηεξηφηεηα 1α θαη 1β, ζει. 43-44  (αθνξά §7.7 ζρνι. βηβιίνπ) 

  
 
ΚΔΦΑΛΑΙΟ 8: (Πξνηείλεηαη λα δηαηεζνύλ 4 δηδαθηηθέο ώξεο) 
 
Γε ζα δηδαρζνύλ: 

 Οη απνδείμεηο ησλ ζεσξεκάησλ I,  II θαη III ηεο §8.2 

 Οη  εθαξκνγέο 1 θαη 3 ηεο  §8.2 

 Οη γεληθέο αζθήζεηο ηνπ Κεθαιαίνπ  
 

 Cabri II, Γξαζηεξηφηεηα 1, ζει. 45  (αθνξά επαλαι. Κεθ. 8 ζρνι. βηβιίνπ) 

 
ΠΑΡΑΣΗΡΗ΢Η:  
Να κε δηδαρζνχλ νη αζθήζεηο απφ ζχλζεηα ζέκαηα: 
ζει. 48 νη αζθήζεηο 1, 2 
ζει. 58 νη αζθήζεηο 2, 3, 4 
ζει. 83 νη αζθήζεηο 1, 3, 4 
ζει. 88 νη αζθήζεηο 3, 4, 5, 6 
ζει. 100 νη αζθήζεηο 1, 4, 5 
ζει. 104 νη αζθήζεηο 1, 2 
ζει. 111 νη αζθήζεηο 2, 4, 6, 7, 8 
ζει. 115 νη αζθήζεηο 3, 4, 5 
ζει. 130 νη αζθήζεηο 2, 3 
ζει. 134 νη αζθήζεηο 1, 2, 3, 4 
ζει. 140 νη αζθήζεηο 1, 2, 3 
ζει. 157 νη αζθήζεηο 1, 2, 3, 4, 5 
ζει. 163 νη αζθήζεηο 1, 2, 3, 4, 5 
ζει. 178 νη αζθήζεηο 1, 2, 3 
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ΣΑΞΗ Β΄ ΔΠΑ.Λ. 
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ΑΛΓΔΒΡΑ:  Ώξεο 2 εβδνκαδηαίσο 

  
. 

 
Σν αξγφηεξν κέρξη 10 Οθησβξίνπ ζα πξέπεη λα έρεη νινθιεξσζεί ε δηδαζθαιία 

ηεο χιεο ηεο Άιγεβξαο Α' ΔΠΑ.Λ. ΢ηε ζπλέρεηα, ζα δηδαρηεί ε πξνβιεπφκελε απφ ην 
Πξφγξακκα ΢πνπδψλ χιε ηεο Άιγεβξαο Β' ΔΠΑ.Λ. Χο δηδαθηηθφ εγρεηξίδην ζα 
ρξεζηκνπνηεζεί ην ζρνιηθφ βηβιίν «Άιγεβξα Β΄ Γεληθνχ Λπθείνπ» ησλ  ΢. 
Αλδξεαδάθε, Β. Καηζαξγχξε, ΢. Παπαζηαπξίδε, Γ. Πνιχδνπ θαη Α. ΢βέξθνπ. 

Γηα ηελ πιεξέζηεξε ελεκέξσζε ησλ δηδαζθφλησλ δίλνληαη εηδηθφηεξεο νδεγίεο 
γηα θάζε Κεθάιαην.  

 
Kεθάιαην 1. Πξνηείλεηαη λα δηαηεζνύλ κέρξη 17 δηδαθηηθέο ώξεο.  

 
΢ην Κεθάιαην απηφ ζπκπιεξψλεηαη ε χιε ηεο ηξηγσλνκεηξίαο πνπ πξνβιέπεηαη 

απφ ην Πξφγξακκα ΢πνπδψλ Μαζεκαηηθψλ ηνπ Λπθείνπ.  
Σν πεξηερφκελν ηνπ Κεθαιαίνπ απηνχ κπνξεί λα ρσξηζηεί ζε 4 επξχηεξεο 

ελφηεηεο. Ζ πξψηε ελφηεηα πεξηιακβάλεη ηελ έλλνηα ηεο πεξηνδηθήο ζπλάξηεζεο, ηηο 
γξαθηθέο παξαζηάζεηο πεξηνδηθψλ ζπλαξηήζεσλ θαζψο θαη ηελ επίιπζε βαζηθψλ 
ηξηγσλνκεηξηθψλ εμηζψζεσλ. Ζ δεχηεξε ελφηεηα πεξηιακβάλεη ηνπο 
ηξηγσλνκεηξηθνχο αξηζκνχο αζξνίζκαηνο θαη δηαθνξάο δχν γσληψλ θαη 
πνιιαπιαζίσλ κηαο γσλίαο, ε ηξίηε ηνπο κεηαζρεκαηηζκνχο ηξηγσλνκεηξηθψλ 
παξαζηάζεσλ θαη ε ηέηαξηε ηελ επίιπζε ηξηγψλνπ.  

Σν ηππνιφγην ηεο δεχηεξεο θαη ηξίηεο ελφηεηαο είλαη δηαξζξσκέλν κε ηέηνην 
ηξφπν, ψζηε λα θαίλεηαη ε εμάξηεζή ηνπ απφ ην βαζηθφ ηχπν 

( ) . Έηζη, θαηά ηε δηδαζθαιία ηνπ Κεθαιαίνπ 

απηνχ δίλεηαη επθαηξία ζηνπο καζεηέο γηα δεκηνπξγηθή εξγαζία.  
Ζ αλάπηπμε ηνπ Κεθαιαίνπ είλαη ιηηή θαη απαιιαγκέλε απφ ελφηεηεο πνπ δελ 

έρνπλ ζήκεξα πξαθηηθή ζθνπηκφηεηα, φπσο γηα παξάδεηγκα ε επίιπζε ηξηγψλνπ 
απφ δεπηεξεχνληα ζηνηρεία ηνπ.  

Δηδηθφηεξα νη ζηφρνη πνπ επηδηψθνληαη θαηά παξάγξαθν είλαη: 
 

§1.1: Οη καζεηέο πξέπεη: 

i) Να γλσξίδνπλ ηελ έλλνηα ηεο πεξηνδηθήο ζπλάξηεζεο.  
ii) Να κπνξνχλ λα ζρεδηάδνπλ ηηο γξαθηθέο παξαζηάζεηο ησλ ζπλαξηήζεσλ.   

, , ( ) , ( )y x y x y x y x  

θαζψο θαη ηεο ζπλάξηεζεο y x  Ζ κειέηε ησλ ζπλαξηήζεσλ απηψλ θξίλεηαη 

απαξαίηεηε, αθνχ εθθξάδνπλ πιήζνο θαηλνκέλσλ θπξίσο ηεο Φπζηθήο. 
 

  The Geometer´s Sketchpad, ΢ρεδίαζε εκηηνλνεηδνχο θακπχιεο, ζει. 28-30 

 

  Function probe, Μειέηε ησλ ζπλαξηήζεσλ y=εκx θαη y=ζπλx θαη ησλ 
κεηαζρεκαηηζκψλ ηνπο, ζει. 62-65 

Μειέηε ησλ ζπλαξηήζεσλ y=εθx θαη y=ζθx θαη ησλ κεηαζρεκαηηζκψλ ηνπο    ζει. 
67-69 

 

§1.2: Οη καζεηέο πξέπεη λα κπνξνχλ λα επηιχνπλ ηηο βαζηθέο ηξηγσλνκεηξηθέο 

εμηζψζεηο: ,x x θαη x  θαζψο θαη άιιεο ηξηγσλνκεηξηθέο 

εμηζψζεηο πνπ ε επίιπζή ηνπο αλάγεηαη ζηηο βαζηθέο. Θεσξείηαη ζθφπηκν ε επίιπζε 
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ησλ βαζηθψλ ηξηγσλνκεηξηθψλ εμηζψζεσλ λα εμεγείηαη κε ηε βνήζεηα ησλ γξαθηθψλ 
παξαζηάζεσλ ησλ αληίζηνηρσλ ζπλαξηήζεσλ, αθνχ κ' απηφ ηνλ ηξφπν γίλεηαη 
θαιχηεξα θαηαλνεηή ε πνιιαπιφηεηα ησλ ιχζεσλ θαη ε παξαγσγή ησλ ηχπσλ ησλ 
ιχζεσλ απηψλ ησλ εμηζψζεσλ. Αθφκε πξνηείλεηαη νη αζθήζεηο 1 (Β' Οκάδαο ηεο § 
1.1) θαη 13 (Α' νκάδαο ηεο §1.2) λα ιπζνχλ ζηελ ηάμε.  

 

§1.3 θαη §1.4: Οη καζεηέο πξέπεη:  

i) Να γλσξίδνπλ ηνλ ηχπν ηνπ ζπλεκηηφλνπ ηεο δηαθνξάο δχν γσληψλ (ρσξίο ηελ 
απφδεημή ηνπ). 

ii) Να παξάγνπλ απφ ηνλ ηχπν απηφ ηνπο ππφινηπνπο ηχπνπο ησλ 
ηξηγσλνκεηξηθψλ αξηζκψλ ηνπ  αζξνίζκαηνο θαη ηεο δηαθνξάο γσληψλ θαζψο 
θαη ηνπο ηξηγσλνκεηξηθνχο αξηζκνχο ηεο γσλίαο 2α.  

iii) Με ηε βνήζεηα ησλ πξνεγνχκελσλ ηχπσλ:  

α) Να ππνινγίδνπλ ηελ ηηκή νξηζκέλσλ παξαζηάζεσλ ηξηγσλνκεηξηθψλ 
αξηζκψλ.  

β) Να απνδεηθλχνπλ απιέο ηξηγσλνκεηξηθέο ηαπηφηεηεο.  
γ) Να επηιχνπλ απιέο ηξηγσλνκεηξηθέο εμηζψζεηο. 

 

§1.5:  Ζ παξάγξαθνο απηή δε ζα δηδαρζεί.  

§1.6: Οη καζεηέο πξέπεη λα κπνξνχλ: 

α) Να κειεηνχλ ηε ζπλάξηεζε f(ρ)=ξεκ(ρ+θ). 
β) Να κεηαζρεκαηίδνπλ ηε ζπλάξηεζε f(ρ)=ξεκρ+βζπλρ ζηε κνξθή  

f(ρ)=ξεκ(ρ+θ). 
γ) Να επηιχνπλ απιέο ηξηγσλνκεηξηθέο εμηζψζεηο κε ηε βνήζεηα ησλ 

πξνεγνχκελσλ κεηαζρεκαηηζκψλ. 

§1.7: Ζ παξάγξαθνο απηή δε ζα δηδαρζεί.  

 
 

Κεθάιαην 2. Πξνηείλεηαη λα δηαηεζνύλ κέρξη 12 δηδαθηηθέο ώξεο.  
 
΢ην Κεθάιαην απηφ επαλαιακβάλνληαη θαη ζπκπιεξψλνληαη φζα έρνπλ δηδαρζεί 

κέρξη ηψξα νη καζεηέο ζρεηηθά κε ηα πνιπψλπκα θαη ηηο πνιπσλπκηθέο εμηζψζεηο θαη 
αληζψζεηο.   

Γηα λα επηηεπρζεί ν ζηφρνο ηεο νινθιήξσζεο ηεο χιεο δελ είλαη ζθόπηκε ε 
επέθηαζε ζε δχζθνιεο αζθήζεηο ζεσξίαο πνιπσλχκσλ θαη ζε κνξθέο εμηζψζεσλ 
πνπ άιινηε απνηεινχζαλ ελφηεηεο ηεο δηδαθηέαο χιεο ησλ Μαζεκαηηθψλ (π.ρ. 
αληίζηξνθεο εμηζψζεηο δηηεηξάγσλεο, κε ξηδηθά) θαη νη νπνίεο ζχκθσλα κε ηηο 
ζχγρξνλεο αληηιήςεηο δελ απνηεινχλ πηα θχξηα χιε ηνπ καζήκαηνο.  

Δηδηθφηεξα, νη ζηφρνη πνπ επηδηψθνληαη θαηά παξάγξαθν είλαη: 
 

§2. 1: Οη καζεηέο πξέπεη:  

i) Να κπνξνχλ λα αλαγλσξίδνπλ πφηε κηα αιγεβξηθή παξάζηαζε ηεο 
πξαγκαηηθήο κεηαβιεηήο x , είλαη πνιπψλπκν θαη λα δηαθξίλνπλ ηα ζηνηρεία 

ηνπ: όξνη,  ζπληειεζηέο,  ζηαζεξόο όξνο θαη  βαζκόο.  
ii) Να θαηαιάβνπλ ηηο έλλνηεο: ζηαζεξφ πνιπψλπκν - κεδεληθφ πνιπψλπκν - ίζα 

πνιπψλπκα - αξηζκεηηθή ηηκή πνιπσλχκνπ - ξίδα πνιπσλχκνπ. 
iii) Να κπνξνχλ λα αληηδηαζηέιινπλ ηηο έλλνηεο: 

 α) Μεδεληθφ πνιπψλπκν -Σηκή πνιπσλχκνπ ίζε κε ην κεδέλ 
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 β) Ίζα  πνιπψλπκα -Πνιπψλπκα ίζα γηα νξηζκέλεο ηηκέο ηεο κεηαβιεηήο  

iv) Να κπνξνχλ λα πξνζζέηνπλ, λα αθαηξνχλ θαη λα πνιιαπιαζηάδνπλ 
πνιπψλπκα.  

 

§2.2:  Οη καζεηέο πξέπεη: 

i) Να θαηαλνήζνπλ ηελ αιγνξηζκηθή δηαίξεζε πνιπσλχκσλ κε πξφηππν ηελ 
αιγνξηζκηθή δηαίξεζε κεηαμχ ζεηηθψλ αθεξαίσλ.  

ii) Να κπνξνχλ λα θάλνπλ ηε δηαίξεζε πνιπσλχκσλ θαη λα γξάθνπλ ηελ 
ηαπηφηεηα ηεο δηαίξεζεο.  

iii) Να θαηαλνήζνπλ γηαηί θάζε πνιπψλπκν ( )P x  δηαηξνχκελν κε x  παίξλεη ηε 

κνξθή: ( ) ( ) ( ) ( )P x x x P  θαη λα κπνξνχλ κε βάζε ηελ ηαπηφηεηα 

απηή:  

α) Να ππνινγίδνπλ ην ππφινηπν ηεο δηαίξεζεο ( ) : ( )P x x .  

β) λα απνδεηθλχνπλ φηη: ( ) 0 ( ) ( ) ( )P P x x x . 

Να κπνξνχλ λα θάλνπλ ρξήζε ηνπ ζρήκαηνο Horner γηα ηνλ ππνινγηζκφ ησλ 
ηηκψλ κηαο πνιπσλπκηθήο ζπλάξηεζεο (κέζνδνο πξνζαξκφζηκε ζε ππνινγηζηή) 
θαζψο θαη ηνπ πειίθνπ θαη ηνπ ππνινίπνπ ηεο δηαίξεζεο πνιπσλχκνπ κε 
πξσηνβάζκην παξάγνληα.  
 

ΠΑΡΑΣΗΡΗ΢Η: 
Απφ ηελ §2.2 λα κε δηδαρζνύλ νη αζθήζεηο 1,2,4 θαη 5 ηεο Β΄ νκάδαο ηεο 
ζειίδαο 73. 
 

§2.3: Οη καζεηέο πξέπεη:  

i) Να εκπεδψζνπλ ηνλ ηξφπν επίιπζεο πνιπσλπκηθψλ εμηζψζεσλ βαζκνχ 

2  κε παξαγνληνπνίεζε, πνπ ήδε έρνπλ δηδαρζεί.  

ii) Να θαηαλνήζνπλ ην Θεψξεκα ησλ αθέξαησλ ξηδψλ θαη ηε ζρεηηθή απφδεημε.  
iii) Να εθαξκφδνπλ ην πξνεγνχκελν Θεψξεκα ζηελ επίιπζε πνιπσλπκηθψλ 

εμηζψζεσλ (αληζψζεσλ) κε αθεξαίνπο ζπληειεζηέο. 

 
ΠΑΡΑΣΗΡΗ΢Η 

Ζ ππνπαξάγξαθνο  «Πξνζδηνξηζκφο ξίδαο κε πξνζέγγηζε»  δε ζα δηδαρζεί.  
 

§2.4: Οη καζεηέο πξέπεη λα κπνξνχλ λα επηιχνπλ εμηζψζεηο θαη αληζψζεηο, ησλ 

νπνίσλ ε επίιπζε αλάγεηαη ζηε επίιπζε πνιπσλπκηθψλ εμηζψζεσλ γλσζηήο 
κνξθήο. 

 
 

Κεθάιαην 3. Πξνηείλεηαη λα δηαηεζνύλ κέρξη 10 δηδαθηηθέο ώξεο. 
 
΢ην Κεθάιαην απηφ εηζάγεηαη κε παξαδείγκαηα ε έλλνηα ηεο αθνινπζίαο σο 

ζπλάξηεζεο κε πεδίν νξηζκνχ ην ζχλνιν ησλ ζεηηθψλ αθεξαίσλ θαη εμεηάδνληαη 
θπξίσο δχν εηδηθέο κνξθέο αθνινπζηψλ, πνπ νξίδνληαη αλαδξνκηθά, ε αξηζκεηηθή θαη 
ε γεσκεηξηθή πξφνδνο.  

Γε δίλεηαη ν απζηεξφο «εςηινληηθφο» νξηζκφο ηνπ νξίνπ κηαο αθνινπζίαο αιιά 
επηρεηξείηαη κηα πξψηε πξνζέγγηζε ζηελ έλλνηα ηνπ νξίνπ θαηά ηελ αλαδήηεζε ηνπ 
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αζξνίζκαηνο ησλ άπεηξσλ φξσλ γεσκεηξηθήο πξνφδνπ κε ιφγν απνιχησο κηθξφηεξν 
ηεο κνλάδαο.   

Δηδηθφηεξα, νη ζηφρνη πνπ επηδηψθνληαη θαηά παξάγξαθν είλαη:  
 

§3. 1: Οη καζεηέο πξέπεη:  

i) Να θαηαλνήζνπλ ηελ έλλνηα ηεο αθνινπζίαο θαη ηε ζρεηηθή κε απηή νξνινγία.  
ii) Να κπνξνχλ λα βξίζθνπλ ηνπο φξνπο αθνινπζίαο απφ ην γεληθφ ηεο φξν ή απφ 

ηνλ αλαδξνκηθφ ηεο ηχπν θαη λα ηνπο παξηζηάλνπλ γξαθηθά.  

 
ΠΑΡΑΣΗΡΗ΢Η 

Απφ ηελ §3.1 λα κε δηδαρζνύλ νη αζθήζεηο ηεο Β’ νκάδαο ηεο ζειίδαο 93. 
 

§3.2 θαη §3.3: Οη καζεηέο πξέπεη:  

i) Να κπνξνχλ λα δηαθξίλνπλ αλ κηα αθνινπζία είλαη αξηζκεηηθή ή γεσκεηξηθή 

πξφνδνο κε ηνλ ππνινγηζκφ ηεο δηαθνξάο 1   θαη ηνπ ιφγνπ  1  

αληηζηνίρσο.  
ii) Να κπνξνχλ λα βξίζθνπλ ην ληνζηφ φξν κηαο πξνφδνπ φηαλ δίλνληαη επαξθή 

ζηνηρεία θαη λα επηιχνπλ ζρεηηθέο αζθήζεηο.  
iii) Να θαηαλνήζνπλ ηηο έλλνηεο αξηζκεηηθφο κέζνο - γεσκεηξηθφο κέζνο θαη λα 

επηιχνπλ, ζρεηηθέο κε απηά, απιέο αζθήζεηο.  
iv) Να κπνξνχλ λα απνδείμνπλ ηνπο ηχπνπο πνπ δίλνπλ ην άζξνηζκα λ 

δηαδνρηθψλ φξσλ, κηαο αξηζκεηηθήο θαη κηαο γεσκεηξηθήο πξνφδνπ θαη λα 
επηιχνπλ πξνβιήκαηα θαη αζθήζεηο κε ηελ βνήζεηα απηψλ ησλ ηχπσλ.  

 

§3.4: Ζ παξάγξαθνο απηή δε ζα δηδαρζεί.  

 

§3.5: Οη καζεηέο πξέπεη:  

i) Να θαηαλνήζνπλ ηηο έλλνηεο:  

    α) Άζξνηζκα ησλ απείξσλ φξσλ γεσκεηξηθήο πξνφδνπ 

    β) Όξην ηνπ S , φηαλ ην λ ηείλεη ζην  

ii) Να θαηαλνήζνπλ ηε δηαδηθαζία κε ηελ νπνία πξνθχπηεη ν ηχπνο 

1 , 1
1

a
S   θαη λα ηνλ εθαξκφδνπλ ζε πξνβιήκαηα θαη αζθήζεηο.  

iii) Να πξνζεγγίζνπλ ηελ έλλνηα ηνπ νξίνπ κέζα απφ πξνβιήκαηα θαη 
παξαδείγκαηα πνπ ζα παξνπζηάζεη ν δηδάζθσλ ζηελ ηάμε. 

 
  

Κεθάιαην 4. Πξνηείλεηαη λα δηαηεζνύλ κέρξη 12 δηδαθηηθέο ώξεο.  
 
΢ηελ αξρή ηνπ Κεθαιαίνπ ζπκπιεξψλεηαη ν νξηζκφο ηεο δχλακεο πξαγκαηηθνχ 

αξηζκνχ κε ηελ εηζαγσγή ηεο έλλνηαο ηεο δχλακεο κε εθζέηε ξεηφ θαη άξξεην αξηζκφ.  
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΢ηε ζπλέρεηα νξίδεηαη ε εθζεηηθή ζπλάξηεζε κε βάζε ην 0 , δηαηππψλνληαη νη 

βαζηθέο ηεο ηδηφηεηεο θαη ηνλίδεηαη ε ζεκαζία ηεο εθζεηηθήο ζπλάξηεζεο 
xy e  σο 

κνληέινπ γηα ηελ πεξηγξαθή θαηλνκέλσλ ζε δηάθνξνπο επηζηεκνληθνχο θιάδνπο. Γηα 
παξάδεηγκα, ζηε Φπζηθή ε εθζεηηθή ζπλάξηεζε πεξηγξάθεη δηαδηθαζίεο δηάζπαζεο 
θαη απφζβεζεο, ζηελ Οηθνλνκία θαη Βηνινγία απμεηηθέο δηαδηθαζίεο θηι.  

Σέινο νξίδεηαη ε έλλνηα ηνπ ινγάξηζκνπ θαη ηεο ινγαξηζκηθήο ζπλάξηεζεο. 
Οη ινγάξηζκνη έρνπλ ράζεη βέβαηα ηελ εμέρνπζα ζέζε πνπ είραλ άιινηε ζηνπο 

ππνινγηζκνχο. Παξακέλεη φκσο ηεξάζηηα ε ζεκαζία ησλ δεθαδηθψλ θαη λεπέξησλ 
ινγαξίζκσλ γηα εθαξκνγέο ζηηο δηάθνξεο επηζηήκεο φπσο είλαη ε Φπζηθή, ε Υεκεία, 
ε ΢εηζκνινγία, ε Αζηξνλνκία θηι. Δπηβάιιεηαη ινηπφλ θαη εδψ, φπσο θαη ζηελ 
εθζεηηθή ζπλάξηεζε, ε δηδαζθαιία λα έρεη ζαθή πξνζαλαηνιηζκφ πξνο ηηο 
εθαξκνγέο. Αλ νη καζεηέο δε δηαζέηνπλ «επηζηεκνληθφ ππνινγηζηή ηζέπεο» λα 
δίλνληαη νη ηηκέο ησλ ινγαξίζκσλ πνπ ελδερνκέλσο ζα ρξεηαζηνχλ ζηηο δηάθνξεο 
εθαξκνγέο.  

Δηδηθφηεξα, νη ζηφρνη πνπ επηδηψθνληαη θαηά παξάγξαθν είλαη: 
  

§4.1: Οη καζεηέο πξέπεη:  

i) Να θαηαλνήζνπλ ηε δηαδηθαζία κε ηελ νπνία νξίδνληαη δπλάκεηο κε άξξεην 
εθζέηε θαη λα κπνξνχλ λα ππνινγίδνπλ ηέηνηεο δπλάκεηο κε ηελ βνήζεηα 
ππνινγηζηή ηζέπεο.  

ii) Να γλσξίδνπλ ηελ εθζεηηθή ζπλάξηεζε θαη ηηο βαζηθέο ηεο ηδηφηεηεο θαη λα 
κπνξνχλ λα ηε ζρεδηάδνπλ .  

iii) Να κπνξνχλ λα επηιχνπλ απιέο εθζεηηθέο εμηζψζεηο-αληζψζεηο θαη απιά 
εθζεηηθά ζπζηήκαηα. 

iv) Να κπνξνχλ λα πεξηγξάθνπλ ηε δηαδηθαζία νξηζκνχ ηνπ αξηζκνχ e θαη λα 
εμνηθεησζνχλ ζηελ επίιπζε πξνβιεκάησλ εθζεηηθήο κεηαβνιήο.  

§4.2: Οη καζεηέο πξέπεη: 

i) Να θαηαιάβνπλ φηη ν log , 0,a είλαη ε ιχζε ηεο εμίζσζεο 
x

, δειαδή 

φηη ηζρχεη ε ηζνδπλακία: 

logx

aa x  

   θαη εηδηθφηεξα φηη: 

10 logx x     θαη    lnxe x  

ii) Να γλσξίδνπλ φηη: 

log10 ,  log10x x ,    
ln ,e   ln xe x , θαη 

lnx x aa e  

iii) Να γλσξίδνπλ ηηο ηδηφηεηεο ησλ ινγαξίζκσλ, λα κπνξνχλ λα ηηο απνδεηθλχνπλ 
θαη λα ηηο εθαξκφδνπλ.  

iv) Να  γλσξίδνπλ φηη ν ππνινγηζκφο ηνπ ινγάξηζκνπ ελφο αξηζκνχ ζ, σο πξνο 
νπνηαδήπνηε βάζε α, αλάγεηαη ζηνλ ππνινγηζκφ ηνπ δεθαδηθνχ ή ηνπ 
λεπέξηνπ ινγάξηζκνπ ηνπ αξηζκνχ απηνχ ζχκθσλα κε ηνπο ηχπνπο 

log
log

log
           θαη            

ln
log

ln a
 

 



 53 

 
 
ΠΑΡΑΣΗΡΗ΢Η 
 

Απφ ηελ §4.2 λα κε δηδαρζνύλ: 

 Ζ απφδεημε ηνπ ηχπνπ αιιαγήο βάζεο ινγαξίζκσλ θαη 

 Οη αζθήζεηο πνπ αλαθέξνληαη ζε ινγάξηζκνπο κε βάζε δηαθνξεηηθή ηνπ 10 θαη 
ηνπ e. 

 

§4.3. Οη καζεηέο πξέπεη:  

i) Να γλσξίδνπλ φηη ε ινγαξηζκηθή ζπλάξηεζε κε βάζε 10 είλαη ε ζπλάξηεζε κε 
ηελ νπνία θάζε ζεηηθφο αξηζκφο x  αληηζηνηρίδεηαη ζηνλ δεθαδηθφ ηνπ 

ινγάξηζκν, ελψ ε ινγαξηζκηθή ζπλάξηεζε κε βάζε e είλαη ε ζπλάξηεζε κε ηελ 
νπνία θάζε ζεηηθφο αξηζκφο x  αληηζηνηρίδεηαη ζην θπζηθφ ηνπ ινγάξηζκν. 

ii) Να γλσξίδνπλ ηηο ηδηφηεηεο ησλ ινγαξηζκηθψλ ζπλαξηήζεσλ κε βάζεηο 10 θαη e 
θαη λα κπνξνχλ λα ηηο ζρεδηάδνπλ.  

iii) Να κπνξνχλ λα επηιχνπλ απιέο ινγαξηζκηθέο εμηζψζεηο θαη ινγαξηζκηθά 
ζπζηήκαηα κε βάζεηο 10 θαη e. 

 
ΠΑΡΑΣΗΡΗ΢Η 
 
Ζ δηδαζθαιία ηεο §4.3 λα πεξηνξηζηεί ζηηο ινγαξηζκηθέο ζπλαξηήζεηο κε βάζεηο 10 
θαη e. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ΓΔΩΜΔΣΡΙΑ: Ώξεο 1 εβδνκαδηαίσο 
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Καηά ην ζρνιηθφ έηνο 2009-2010 ζα δηδαρζεί ην βηβιίν Δπθιείδεηα Γεσκεηξία ησλ 
Αξγπξνπνχινπ Ζ., Βιάκνπ Π., Καηζνχιε Γ., Μαξθάηε ΢. θαη ΢ίδεξε Π. Σν βηβιίν 
απηφ ζπλνδεχεηαη θαη απφ βηβιίν ηνπ θαζεγεηή, ζην νπνίν ππάξρνπλ αλαιπηηθέο 
νδεγίεο γηα ηελ δηδαζθαιία. Απφ ην βηβιίν ζα δηδαρζνχλ ζηε Β΄ ηάμε ηνπ ΔΠΑ.Λ. ηα 
Κεθάιαηα 9 - 11.  

Πξηλ ηε δηδαζθαιία ησλ θεθαιαίσλ 9 - 11 θαη ην αξγφηεξν κέρξη 15 Οθησβξίνπ, 
ζα πξέπεη λα έρεη νινθιεξσζεί ε δηδαζθαιία ησλ ελλνηψλ πνπ είλαη απαξαίηεηεο γηα 
ηε δηδαζθαιία ηεο δηδαθηέαο χιεο ηεο Β΄ ΔΠΑ.Λ. 

΢ηε ζπλέρεηα, πξνηείλεηαη κηα ελδεηθηηθή θαηαλνκή ησλ σξψλ δηδαζθαιίαο αλά 
Κεθάιαην.  
ΚΔΦΑΛΑΙΟ 9: (Πξνηείλεηαη λα δηαηεζνύλ 10 δηδαθηηθέο ώξεο). Γε ζα δηδαρζνύλ 
ε §9.6 θαη νη απνδείμεηο ηνπ Θεσξήκαηνο ΗΗ ηεο §9.4, ηεο εθαξκνγήο 2 ηεο §9.4. 

 

 Cabri II, Σν Ππζαγφξεην Θεψξεκα,  ζει. 49  (αθνξά ηε §9.2 ζρνι. βηβιίνπ)  
Γελίθεπζε Ππζαγφξεηνπ Θεσξήκαηνο,   ζει. 49 (αθνξά ηε §9.4 ζρνι. βηβιίνπ) 
Γχλακε ζεκείνπ σο πξνο θχθιν,  ζει. 57  (αθνξά ηε §9.7 ζρνι. βηβιίνπ) 

 
ΚΔΦΑΛΑΙΟ 10: (Πξνηείλεηαη λα δηαηεζνύλ 7 δηδαθηηθέο ώξεο). Γε ζα δηδαρζεί ε 
§10.6 θαη ε απφδεημε ηνπ ηχπνπ 3 ηεο §10.4. 
 

 Cabri II, Δκβαδφλ νξζνγσλίνπ  ζει. 63 (αθνξά ηε §10.3 ζρνι. βηβιίνπ) 
Δκβαδφλ ηξηγψλνπ,  ζει. 69 (αθνξά ηε §10.3 ζρνι. βηβιίνπ) 
Δκβαδφλ ηξαπεδίνπ,  ζει.73 (αθνξά ηε §10.3 ζρνι. βηβιίνπ) 

 
ΚΔΦΑΛΑΙΟ 11:(Πξνηείλεηαη λα δηαηεζνύλ 8 δηδαθηηθέο ώξεο). Γε ζα δηδαρζεί ε 
απφδεημε ησλ Θεσξεκάησλ ηεο §11.2 θαη νη εθαξκνγέο ΗΗ θαη ΗΗΗ ηεο §11.3. 
 

 Cabri II, Καλνληθά πνιχγσλα-Οκνηφηεηα  ζει. 79 (αθνξά ηε §11.1 ζρνι. βηβιίνπ) 
Καλνληθά πνιχγσλα, ζει. 75 (αθνξά ηε §11.1-11.3  ζρνι. βηβιίνπ) 
Μήθνο ηφμνπ θαη θχθινπ, ζει. 81 (αθνξά ηε §11.5 ζρνι. βηβιίνπ) 
Δκβαδφλ ηφμνπ θαη θχθινπ, ζει. 83 (αθνξά ηε §11.7 ζρνι. βηβιίνπ) 

 
 
Να κε δηδαρζνύλ:  
1. Σα ζχλζεηα ζέκαηα 
2. Οη γεληθέο αζθήζεηο 
3. Απφ ηηο «Απνδεηθηηθέο αζθήζεηο» νη αθφινπζεο αλά θεθάιαην: 
ΚΔΦΑΛΑΗΟ 9: ζει. 186, αζθήζεηο 2, 4 
             ζει. 194, αζθήζεηο 3, 6 
              ζει. 198 -199, αζθήζεηο 2, 6 
             ζει. 204, αζθήζεηο 4, 5  
 
ΚΔΦΑΛΑΗΟ 10: ζει. 217 - 218, αζθήζεηο 3, 6, 7 
               ζει. 221, αζθήζεηο 2, 3, 4 
               ζει. 224 - 225, αζθήζεηο 1, 2, 4, 6 
 
ΚΔΦΑΛΑΗΟ 11: ζει. 237, αζθήζεηο 2, 3, 4 
               ΢ει. 242, άζθεζε 4 
               ΢ει. 251, άζθεζε 5 

ΜΑΘΗΜΑΣΙΚΑ ΘΔΣΙΚΗ΢ & ΣΔΥΝΟΛΟΓΙΚΗ΢  ΚΑΣΔΤΘΤΝ΢Η΢:  
Ώξεο 2 εβδνκαδηαίσο 
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Καηά ην ζρνιηθφ έηνο 2009-2010 ζα δηδαρζεί ζηε Β΄ηάμε ηνπ ΔΠΑ.Λ. ην βηβιίν    
«Μαζεκαηηθά Θεηηθήο θαη Σερλνινγηθήο  Καηεχζπλζεο» Β' ηάμεο Γεληθνχ Λπθείνπ,  
ησλ Αδακφπνπινπ Λ., Βηζθαδνπξάθε Β., Γαβαιά Γ., Πνιχδνπ Γ. θαη ΢βέξθνπ Α.   

Γηα ηελ πιεξέζηεξε ελεκέξσζε ησλ δηδαζθφλησλ δίλνληαη εηδηθφηεξεο νδεγίεο 
γηα θάζε Κεθάιαην.  

 

Κεθάιαην 1. Πξνηείλεηαη λα δηαηεζνύλ κέρξη 20 δηδαθηηθέο ώξεο.  

Γεληθά:  
Σα δηαλχζκαηα έρνπλ ηδηαίηεξε ζεκαζία φρη κφλν γηα ηα Μαζεκαηηθά, αιιά θαη γηα 

πνιιέο άιιεο επηζηήκεο, αθνχ πξνζθέξνπλ ηε δπλαηφηεηα καζεκαηηθνπνίεζεο 
κεγεζψλ ηα νπνία δελ νξίδνληαη κφλν κε ηελ αξηζκεηηθή ηηκή ηνπο. Δμάιινπ, ε 
ακθηκνλνζήκαληε αvηηζηνηρία ελφο ζεκείνπ ηνπ επηπέδνπ κε έλα δηαηεηαγκέλν δεχγνο 
πξαγκαηηθψλ αξηζκψλ νδεγεί ζηελ «αιγεβξνπνίεζε» ηεο Γεσκεηξίαο, δειαδή ζηε 
κειέηε ησλ γεσκεηξηθψλ ζρεκάησλ κε αιγεβξηθέο κεζφδνπο.  

Με ηε δηδαζθαιία ηνπ Κεθαιαίνπ απηνχ επηδηώθεηαη: 

 Να εμνηθεησζνχλ νη καζεηέο κε ην ινγηζκφ ησλ δηαλπζκάησλ, ψζηε λα 
αληαπνθξίλνληαη επηηπρψο ζηηο απαηηήζεηο άιισλ θιάδσλ πνπ ρξεζηκνπνηνχλ 
δηαλχζκαηα (Κηλεκαηηθή, Ζιεθηξηζκφο θηι.)  

 Να πξνζεγγίδνπλ νη καζεηέο γεσκεηξηθά ζέκαηα κέζσ ησλ δηαλπζκάησλ, κηα 
πξνζέγγηζε πνπ ζε πνιιέο πεξηπηψζεηο δηεπθνιχλεη ηε κειέηε θαη ηελ εμαγσγή 
ησλ ζπκπεξαζκάησλ.  

 Να κπνξνχλ νη καζεηέο λα ρξεζηκνπνηνχλ ηα δηαλχζκαηα ζηε κειέηε ζεκάησλ 
ηεο Αλαιπηηθήο Γεσκεηξίαο θαη ησλ κηγαδηθψλ αξηζκψλ.  

Σέινο, πξέπεη λα ηνληζηεί φηη, φπσο έρεη απνδείμεη ε δηδαθηηθή πξάμε, ην 
Κεθάιαην ησλ δηαλπζκάησλ είλαη κηα ελφηεηα ην πεξηερφκελν ηεο νπνίαο δχζθνια 
αθνκνηψλνπλ νη καζεηέο. Γη' απηφ απαηηείηαη επνπηηθή παξνπζίαζε ησλ ελλνηψλ θαη 
πξνζπάζεηα ελεξγνχ ζπκκεηνρήο ησλ καζεηψλ.  

 

Δηδηθόηεξα:  
 

§ 1.1 Η Έλλνηα ηνπ δηαλύζκαηνο 
Σν δηάλπζκα εηζάγεηαη σο έλα πξνζαλαηνιηζκέλν επζχγξακκν ηκήκα, δειαδή 

σο έλα επζχγξακκν ηκήκα ηνπ νπνίνπ ηα άθξα ζεσξνχληαη δηαηεηαγκέλα, θαη δελ 
γίλεηαη θακηά αλαθνξά ζηα ειεχζεξα ή ζηα εθαξκνζηά δηαλχζκαηα. Όκσο, κε ηελ 
εηζαγσγή ηεο έλλνηαο ηεο ηζφηεηαο ησλ δηαλπζκάησλ, θάζε δηάλπζκα παξακέλεη 
«αλαιινίσην» αλ κεηαθηλεζεί παξάιιεια πξνο ηελ αξρηθή ηνπ ζέζε. Έηζη, θάζε 
δηάλπζκα ηνπ ρψξνπ είλαη ίζν κε έλα κνλαδηθφ δηάλπζκα πνπ έρεη αξρή έλα ζηαζεξφ 
ζεκείν Ο (ζεκείν αλαθνξάο).  

Χο γσλία δχν δηαλπζκάησλ  θαη  νξίδεηαη ε θπξηή γσλία . 

Δπνκέλσο, αλ ,  ηφηε 0 . Ζ επηινγή απηή δηεπθνιχλεη ην 

δηαλπζκαηηθφ ινγηζκφ θαη δελ επηβαξχλεη ηνπο καζεηέο κε λέν ζπκβνιηζκφ.  
 
 
 
§ 1.2  Πξόζζεζε θαη αθαίξεζε δηαλπζκάησλ  
§ 1.3. Πνιιαπιαζηαζκόο  αξηζκνύ κε δηάλπζκα 

 
Οη πξάμεηο ηεο πξφζζεζεο δηαλπζκάησλ θαη ηνπ πνιιαπιαζηαζκνχ δηαλχζκαηνο 

κε αξηζκφ, θαζψο θαη νη βαζηθέο ηνπο ηδηφηεηεο, παξνπζηάδνληαη κε ηε βνήζεηα ηεο 
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γεσκεηξηθήο επνπηείαο θαη ηνλίδεηαη ηδηαίηεξα φηη έλα νπνηνδήπνηε δηάλπζκα  

κπνξεί λα γξαθηεί σο δηαθνξά  φπνπ Ο είλαη έλα νπνηνδήπνηε ζεκείν ηνπ 

ρψξνπ. ΢ηελ ηξηγσληθή αληζφηεηα:  

 

λα ηνληζηεί φηη ε αξηζηεξή ηζφηεηα ηζρχεη φηαλ ηα δηαλχζκαηα είλαη αληίξξνπα, ελψ ε 
δεμηά ηζφηεηα φηαλ ηα δηαλχζκαηα είλαη νκόξξνπα. Ζ ηθαλή θαη αλαγθαία ζπλζήθε 
παξαιιειίαο δπν δηαλπζκάησλ:  

                      (φηαλ 0 ) 

ρξεζηκνπνηείηαη γηα ηελ απφδεημε ηεο ζπγγξακκηθφηεηαο ηξηψλ ζεκείσλ (π.ρ. άζθεζε 
6, Α΄ νκάδαο, §1.3).Σέινο, δελ γίλεηαη αλαθνξά ζηνλ απιφ ιφγν ζηνλ νπνίν δηαηξείηαη 
έλα δηάλπζκα απφ έλα ζεκείν. Ο απιφο ιφγνο δελ πεξηιακβάλεηαη ζηε δηδαθηέα χιε, 
αιιά είλαη αληηθείκελν δηαπξαγκάηεπζεο ζηελ άζθεζε 4, Β' νκάδαο, §1.3.  
 
Γελ ζα δηδαρζνύλ: 
 

 Ζ άζθεζε 4 ηεο Β' νκάδαο ηεο §1.3  

 Οη εθαξκνγέο 1 θαη 2 ηεο  §1.3 θαη νη αληίζηνηρεο αζθήζεηο   

 Ζ απφδεημε ηνπ Θεσξήκαηνο ηεο §1.3  (ζει. 24)  
 
§ 1.4 ΢πληεηαγκέλεο ζην επίπεδν  

Με ηε βνήζεηα ελφο νξζνθαλνληθνχ ζπζηήκαηνο έλα δηάλπζκα ζπκβνιίδεηαη σο 
έλα δηαηεηαγκέλν δεχγνο κε ζηνηρεία ηηο ζπληεηαγκέλεο ηνπ, θαη έηζη δηεπθνιχλεηαη ν 
ινγηζκφο ησλ δηαλπζκάησλ.   
 
Γελ ζα δηδαρζνύλ: 

 Ζ εθαξκνγή 2 ηεο  ζειίδαο 35 θαη νη αληίζηνηρεο αζθήζεηο  

 Ζ απφδεημε ηεο ηθαλήο θαη αλαγθαίαο ζπλζήθεο παξαιιειίαο δπν δηαλπζκάησλ 

1 1( , )x y  θαη 2 2( , )x y  :   det( , ) 0a


  

 
 
§ 1.5 Δζσηεξηθό Γηλόκελν δηαλπζκάησλ 

Σέινο, νξίδεηαη ην εζσηεξηθφ γηλφκελν δπν δηαλπζκάησλ θαη απνδεηθλχνληαη νη 
βαζηθέο ηνπ ηδηφηεηεο. Σν εζσηεξηθφ γηλφκελν απνηειεί ηε ζεκαληηθφηεξε ελφηεηα ηνπ 
Κεθαιαίνπ ησλ δηαλπζκάησλ θαη απηφ θαίλεηαη απφ ηελ πνηθηιία ησλ εθαξκνγψλ ηνπ. 
Οη δηάθνξεο εθθξάζεηο ηνπ εζσηεξηθνχ γηλνκέλνπ, επηηξέπνπλ ηνλ ππνινγηζκφ ηνπ 
κέηξνπ ελφο δηαλχζκαηνο θαη ηεο γσλίαο δπν δηαλπζκάησλ, θαζψο θαη ηελ 
επθνιφηεξε απφδεημε πνιιψλ πξνηάζεσλ ηεο Δπθιείδεηαο Γεσκεηξίαο.  

  
 
 

 
 
 

Κεθάιαην 2. Πξνηείλεηαη λα δηαηεζνύλ κέρξη 10 δηδαθηηθέο ώξεο.   

 Γεληθά:  
Έλα κεγάιν κέξνο ηνπ Κεθαιαίνπ απηνχ ην έρνπλ δηδαρηεί νη καζεηέο ζε 

πξνεγνχκελεο ηάμεηο, αιιά εδψ ηα ζέκαηα πνπ ζρεηίδνληαη κε ηελ επζεία 
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παξνπζηάδνληαη ζπζηεκαηηθφηεξα θαη κε κεγαιχηεξε πιεξφηεηα θαη αθξίβεηα 
Δηδηθφηεξα:  

 
Με ηε δηδαζθαιία ηνπ Κεθαιαίνπ απηνχ επηδηψθεηαη νη καζεηέο:  

 Να γλσξίζνπλ ηελ εμίζσζε ηεο επζείαο θαη λα κειεηήζνπλ κε αιγεβξηθέο 
κεζφδνπο ηηο ηδηφηεηεο ηεο ζην επίπεδν.  

 Να εμνηθεησζνχλ κε ηηο κεζφδνπο ηεο Αλαιπηηθήο Γεσκεηξίαο.  

 Να θαηαλνήζνπλ ηηο δπλαηφηεηεο θαη ηηο κεζφδνπο ηεο Αλαιπηηθήο Γεσκεηξίαο γηα 
ηελ αληηκεηψπηζε ζχλζεησλ πξνβιεκάησλ.  

Δηδηθόηεξα:  
 

§ 2.1  Δμίζσζε επζείαο  
Σνλίδεηαη ε ζεκαζία ηνπ ζπληειεζηή δηεχζπλζεο κηαο επζείαο, κε ηε βνήζεηα ηνπ 

νπνίνπ δηαηππψλνληαη νη ζπλζήθεο παξαιιειίαο θαη θαζεηφηεηαο δπν επζεηψλ, θαη 
πξνζδηνξίδνληαη νη δηάθνξεο κνξθέο ηεο εμίζσζεο επζείαο.  

Σν ζχλνιν ησλ επζεηψλ πνπ δηέξρνληαη απφ ην ζεκείν 0 0( , )A x y  απνηειείηαη απφ  

ηελ θαηαθφξπθε επζεία 0x x  θαη ηηο κε θαηαθφξπθεο επζείεο  

0 0( )y y x x ,  .  Ζ εμίζσζε ηεο επζείαο πνπ δηέξρεηαη απφ δπν ζεκεία 

1 1( , )A x y θαη 2 2( , )B x y , κε 1 2x x , δίλεηαη κφλν κε ηνλ ηχπν:  

2 1
0 0

2 1

( )
y y

y y x x
x x

,  ν νπνίνο πξνθχπηεη απφ ηελ εμίζσζε ηεο επζείαο ε νπνία 

δηέξρεηαη απφ έλα ζεκείν θαη έρεη γλσζηφ ζπληειεζηή δηεχζπλζεο. Γελ αλαθέξεηαη ν 
αληίζηνηρνο ηχπνο κε ηελ νξίδνπζα 3ρ3, αθνχ νη καζεηέο δελ έρνπλ δηδαρζεί ηηο 
νξίδνπζεο θαη ηηο ηδηφηεηεο ηνπο. Σν πξφβιεκα ηεο ζπγγξακκηθφηεηαο ηξηψλ ζεκείσλ 
αληηκεησπίδεηαη δηαλπζκαηηθά ή εμεηάδεηαη αλ ε εμίζσζε ηεο επζείαο πνπ νξίδεηαη 
απφ ηα δπν ζεκεία δηέξρεηαη θαη απφ ην ηξίην ζεκείν.  

 
§ 2.2 Γεληθή κνξθή εμίζσζεο επζείαο    

 
Γελ πεξηιακβάλεηαη ζηε δηδαθηέα χιε ε ζρέζε ηεο γσλίαο δπν επζεηψλ θαη ησλ 

ζπληειεζηψλ δηεχζπλζήο ηνπο. Ο πξνζδηνξηζκφο ηεο γσλίαο δπν επζεηψλ γίλεηαη κε 
ηνλ πξνζδηνξηζκφ ηεο γσλίαο αληίζηνηρσλ παξάιιεισλ δηαλπζκάησλ  ( Δθαξκνγή 3, 
ζειίδα 69).  

 
 

§ 2.3  Δκβαδόλ ηξηγώλνπ. 

Γηα ην εκβαδφλ ηξηγψλνπ ΑΒΓ ηνπ νπνίνπ δίλνληαη νη θνξπθέο 1 1( , )A x y , 

2 2( , )B x y  θαη 3 3( , )x y , δελ ρξεζηκνπνηείηαη ν ηχπνο ηεο νξίδνπζαο 3ρ3, αιιά ν 

ηχπνο:  

2 1 2 1

3 1 3 1

1 1
( ) det( , )

2 2

x x y y

x x y y
  

Γελ ζα δηδαρζνύλ: 
Οη απνδείμεηο ησλ ηχπσλ ηεο απφζηαζεο ζεκείνπ απφ επζεία θαη ηνπ εκβαδνχ 

ηξηγψλνπ. 
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Κεθάιαην 3. Πξνηείλεηαη λα δηαηεζνύλ κέρξη 24 δηδαθηηθέο ώξεο.   

 
Γεληθά:  

 
Οη θσληθέο ηνκέο είραλ κειεηεζεί απφ ηνπο αξραίνπο Έιιελεο, νη νπνίνη είραλ 

αλαθαιχςεη ηηο γεσκεηξηθέο ηνπο ηδηφηεηεο, πνιχ πξηλ απφ ηελ εηζαγσγή ησλ 
κεζφδσλ ηεο Αλαιπηηθήο Γεσκεηξίαο. ΢ήκεξα ην ελδηαθέξνλ γηα ηε κειέηε ησλ 
θσληθψλ ηνκψλ είλαη απμεκέλν, ιφγσ ηνπ κεγάινπ αξηζκνχ ησλ ζεσξεηηθψλ θαη 
πξαθηηθψλ εθαξκνγψλ ηνπο (ηξνρηέο πιαλεηψλ, θνκεηψλ, βιεκάησλ, ειεθηξνλίσλ 
θηι.).  
 

  
Με ηε δηδαζθαιία ηνπ Κεθαιαίνπ απηνχ επηδηψθεηαη:  

 Να δηεπξχλνπλ νη καζεηέο ην πεδίν ησλ γεσκεηξηθψλ ηνπο γλψζεσλ θαη κε άιιε  

θαηεγνξία γξακκψλ εθηφο ηεο επζείαο θαη ηνπ θχθινπ.  

 Να γλσξίζνπλ νη καζεηέο ηηο βαζηθέο ηδηφηεηεο ησλ θσληθψλ ηνκψλ. Να έξζνπλ νη 
καζεηέο ζε επαθή κε ηελ πνηθηιία ησλ εθαξκνγψλ ησλ θσληθψλ ηνκψλ. 

 

Δηδηθόηεξα:  
 

§ 3.1   Ο Κύθινο  
Πξνζδηνξίδεηαη ε εμίζσζε ηνπ θχθινπ κε θέληξν ηελ αξρή ησλ αμφλσλ.   Με ηε 

κέζνδν ηεο ζπκπιήξσζεο ηεηξαγψλνπ ππνινγίδνληαη νη ζπληεηαγκέλεο ηνπ θέληξνπ 

θαη ε αθηίλα ηνπ θχθινπ πνπ παξηζηάλεη ε εμίζσζε
2 2 0x y x y . Ζ 

εμίζσζε ηεο εθαπηνκέλεο ελφο θχθινπ ζε έλα ζεκείν ηνπ πξνζδηνξίδεηαη απφ ηελ 
ηδηφηεηά ηεο λα είλαη θάζεηε ζηελ αθηίλα πνπ αληηζηνηρεί ζην ζεκείν επαθήο.  

 
Γελ ζα δηδαρζνύλ: 

 Οη παξακεηξηθέο εμηζψζεηο ηνπ θχθινπ θαη νη αληίζηνηρεο εθαξκνγέο θαη 
αζθήζεηο. 

 

§ 3.2    Η Παξαβνιή 

Γίλεηαη ν νξηζκφο ηεο παξαβνιήο θαη βξίζθεηαη ε εμίζσζή ηεο κε άμνλα ησλ 
ηεηκεκέλσλ ηνλ άμνλα ζπκκεηξίαο ηεο θαη άμνλα ησλ ηεηαγκέλσλ ηε κεζνθάζεηε ηεο 
απφζηαζεο ηεο εζηίαο ηεο απφ ηε δηεπζεηνχζα. Ζ εμίζσζε ηεο εθαπηνκέλεο ηεο 
παξαβνιήο ζε έλα ζεκείν ηεο Μ1, νξίδεηαη σο ε εμίζσζε ηεο επζείαο πνπ απνηειεί 
ηελ νξηαθή ζέζε κηαο ηέκλνπζαο Μ1Μ2 ηεο παξαβνιήο, θαζψο ην Μ2 θηλνχκελν επί 
ηεο παξαβνιήο ηείλεη λα ζπκπέζεη κε ην Μ1 (αξγφηεξα ζηε Γ' ηάμε ε αλαιπηηθή 
εμίζσζε ηεο εθαπηνκέλεο ησλ θσληθψλ ηνκψλ ζα πξνζδηνξηζηεί θαη κε ηηο κεζφδνπο 
ηεο Αλάιπζεο).  

Απνδεηθλχεηαη ηέινο ε αλαθιαζηηθή ηδηφηεηα ηεο παξαβνιήο ε νπνία έρεη πνιιέο 
πξαθηηθέο εθαξκνγέο.  

 
Γελ ζα δηδαρζνύλ: 

 Ζ απφδεημε ηεο εμίζσζεο ηεο παξαβνιήο 
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 Ζ απφδεημε ηεο εμίζσζεο  ηεο εθαπηφκελεο ηεο παξαβνιήο 

 Ζ απφδεημε ηεο αλαθιαζηηθήο ηδηφηεηαο ηεο παξαβνιήο   

 Ζ εθαξκνγή 1 ηεο ζειίδαο 96 
 

 
§ 3.3   Η Έιιεηςε   

 
  Απφ ηελ παξάγξαθν απηή  δελ ζα δηδαρζνύλ: 
 

 Ζ απφδεημε ηεο εμίζσζεο ηεο Έιιεηςεο  

 Οη παξακεηξηθέο εμηζψζεηο   ηεο έιιεηςεο   θαη νη αληίζηνηρεο εθαξκνγέο θαη 
αζθήζεηο   

 Ζ εθαξκνγή  ηεο ζειίδαο 107 θαη ε εθαξκνγή 2 ηεο ζειίδαο 110  
 

Να ηνληζζεί  ηδηαίηεξα ε έλλνηα ηεο εθθεληξφηεηαο θαη ε ζεκαζία ηεο γηα ηε κνξθή 
ηεο έιιεηςεο, θαζψο θαη νη εθαξκνγέο ηεο αλαθιαζηηθήο ηδηφηεηαο ηεο έιιεηςεο ζηηο 
αθνπζηηθέο ζηνέο θαη ζηε ιηζνζξπςία.  

 
 § 3.4   Η Τπεξβνιή    

 
 Απφ ηελ παξάγξαθν απηή  δελ ζα δηδαρζνύλ: 

 Ζ απφδεημε ηεο εμίζσζεο ηεο ππεξβνιήο  

 Ζ απφδεημε ησλ εμηζψζεσλ ησλ αζπκπηψησλ ηεο ππεξβνιήο  
 
 

§ 3.5  Η εμίζσζε Αρ2+Βς2+Γρ+Γς+Δ=0 

Ζ παξάγξαθνο απηή λα δηδαρζεί κε ηε βνήζεηα απιψλ παξαδεηγκάησλ θαη κε 
έκθαζε ζηελ ππνπαξάγξαθν «΢ρεηηθή ζέζε επζείαο θαη θσληθήο ηνκήο».   

 
 

Κεθάιαην 4. Σν θεθάιαην απηφ δελ ζα δηδαρζεί. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ΑΠΑΝΣΗ΢ΔΙ΢ ΢TΙ΢ «ΔΡΩΣΗ΢ΔΙ΢ ΚΑΣΑΝΟΗ΢Η΢» 
 
 

Κεθάιαην 1 
 

1. (ί) ΢       (ίί) Λ     (ίίί) Λ     (ίλ) ΢      (λ) Λ      (λί) ΢  

2.  (ί) ,        (ίί)           (ίίί)         (ίλ)        (λ)       (λί)         (λίί) 

           (λίίί) 0              (ix) 0   
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3. (ί) ,     (ίί) ,      (ίίί) 2 ,      (ίλ) ,     (λ) 2   
4. (ίί)  
5. (ί) (-3,2),     (ίί) (3,-2) ,     (ίίί) (3,2) ,    (ίλ) (-2,-3)  

6. = (3,4) , = (-7,-3) , = (-6,4) , = (0,-4) , = (-9,0)  

7. AB
1 7

( , )
2 2

 ,    ΒΓ
7 3

( , )
2 2

 ,     ΓΓ (0, 3)  ,   ΑΓ (0,0)  

8. (ί) 4 , (ίί)4  

9. (ί) 0 ,    (ίί) 
2
 ,      (ίίί) 0 ,     (ίλ) 

2

2
 ,       (λ) 

2
 ,      (λί) -

2
  

10. ί) 6 ,    ίί) 3 3  ,   ίίί) 3 ,   ίλ) 0 ,   λ) –3 ,   λί) -3 3  ,    λίί) -6  

11.  Γ  
12. 1. Ομεία,    2. Ακβιεία,    3. Ομεία,     4. ακβιεία ,    5. νξζή ,      6. νξζή  
13. (ίίί)  
 

Κεθάιαην 2 
 

1.   Φ          Α          Φ          Α         Φ  
2.  A x=2     B y=3, 3x-2y=ν     Γ 2x-5y=-8     Γ y=3   E 3x-2y=0   Z x=2  

3    Γ (3,2)         . 0           x+y=8  

4    y=3x+1, y=3x-2    y=
1

3
x+8, y=

1

3
x+10    y=3x   y=

1

3
x 

5. 3              

6.  Γ 

 
Κεθάιαην 3 

 
1. Γ     2. Α     3. Γ    4. Γ      5. Γ     6.Γ     7. Α     8. Γ     9. Β      10. Γ    
11. Β           

12. 
2 2 2

      β=0      α=0     ξ=β      ξ=α        α=β=ξ  

13.  Εεχγνο επζεηψλ      Κχθινο    .Παξαβνιή       Τπεξβνιή  

14   Έιιεηςε      Κχθινο      Έιιεηςε      Τπεξβνιή   Ηζνζθειήο Τπεξβνιή 
 
 
 

Κεθάιαην 4 
 
1. (ί) Α (ίί) Φ (ίίί) Α  
2. (ί) Α (ίί) Φ (ίίί) Φ (ίλ) Φ (λ) Φ 
3. (ί) Φ (ίί) Α (ίίί) Α (ίλ) Φ  
4. (ί) Α (ίί) Φ  
5. (ί) Φ (ίί) Α  
6. (ί) Φ (ίί) Α  
7 .(ί) Φ (ίί) Α  
8. (ί) Φ (ίί) Φ  
9. (ί) Φ (ίί) Α (ίίί) Α  
1.Γ      2.Γ      3. Γ      4. Β       5. Β      6. Γ 
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ΣΑΞΗ Γ΄ ΔΠΑ.Λ. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
ΜΑΘΗΜΑΣΙΚΑ Ι: Ώξεο 5 εβδνκαδηαίσο 

 
 

 
Καηά ην ζρνιηθφ έηνο 2009-2010 σο δηδαθηηθφ εγρεηξίδην ζα ρξεζηκνπνηεζεί ην 
ζρνιηθφ βηβιίν Μαζεκαηηθά Α΄ Σάμεο 2νπ Κχθινπ Σ.Δ.Δ. (Βιάκνο Παλ., Γνχλαβεο  
Αλη., Εέξβαο Γεκ.),  ΟΔΓΒ 2005 
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ΚΔΦΑΛΑΙΟ 1: ΠΙΝΑΚΔ΢ – ΓΡΑΜΜΙΚΑ ΢Τ΢ΣΗΜΑΣΑ  
Σν θεθάιαην απηφ δε ζα δηδαρζεί. 
 
ΚΔΦΑΛΑΙΟ 2: ΠΔΡΙΓΡΑΦΙΚΗ ΢ΣΑΣΙ΢ΣΙΚΗ (Πξνηείλεηαη λα δηαηεζνύλ κέρξη 22 
δηδαθηηθέο ώξεο.)  
Με ηε δηδαζθαιία ηνπ θεθαιαίνπ απηνχ επηδηψθεηαη νη καζεηέο: 

 Να γλσξίδνπλ ηηο δηαδνρηθέο θάζεηο κίαο ζηαηηζηηθήο έξεπλαο 

 Να γλσξίδνπλ ηηο βαζηθέο έλλνηεο ηεο Πεξηγξαθηθήο ΢ηαηηζηηθήο θαη λα 
ρξεζηκνπνηνχλ ζσζηά ηε ζρεηηθή νξνινγία. 

 Να κπνξνχλ λα δηαβάζνπλ θαη λα θαηαζθεπάζνπλ πίλαθεο θαηαλνκήο 
ζπρλνηήησλ. 

 Να κπνξνχλ λα δηαβάδνπλ ηηο δηάθνξεο κνξθέο ησλ γξαθηθψλ παξαζηάζεσλ 
θαηαλνκψλ ζπρλνηήησλ. 

 Να κπνξνχλ λα παξηζηάλνπλ γξαθηθά κία θαηαλνκή ζπρλνηήησλ. 

 Να γλσξίδνπλ θαη λα κπνξνχλ λα ππνινγίδνπλ: 
 ηηο παξακέηξνπο ζέζεο κίαο θαηαλνκήο ζπρλνηήησλ θαη 
 ηηο παξακέηξνπο δηαζπνξάο κηαο θαηαλνκήο ζπρλνηήησλ. 

Μεγάιν κέξνο ηνπ πεξηερνκέλνπ ηεο ελφηεηαο ηεο Πεξηγξαθηθήο ΢ηαηηζηηθήο έρεη 
δηδαρζεί ζην Γπκλάζην. Δδψ γίλεηαη ζπζηεκαηηθφηεξε παξάζηαζε θαη ζπκπιήξσζε 
ησλ ζρεηηθψλ ελλνηψλ. 
Γηα λα κελ θαζπζηεξεί ε δηδαζθαιία, νη ζηαηηζηηθνί πίλαθεο θαη ηα δηαγξάκκαηα 
θξίλεηαη ζθφπηκν λα εηνηκάδνληαη ζε θσηνηππίεο ή δηαθάλεηεο πξηλ απφ ην κάζεκα. 
Αλ απηφ δελ είλαη εθηθηφ, ζπληζηάηαη λα γίλεηαη επεμεξγαζία ηνπο κέζα απφ ην βηβιίν. 
Να θαηαβιεζεί πξνζπάζεηα κε θαηάιιεια παξαδείγκαηα λα θαηαλνήζνπλ νη 
καζεηέο ηηο έλλνηεο πιεζπζκφο, κεηαβιεηή θαη δείγκα. Δίλαη ζεκαληηθφ λα 
αλαγλσξίδνπλ νη καζεηέο ηε ρξεζηκφηεηα ηνπ δείγκαηνο απφ ην νπνίν κπνξνχλ λα 
πξνθχςνπλ αμηφπηζηεο πιεξνθνξίεο γηα νιφθιεξν ηνλ πιεζπζκφ. 
 
ΠΑΡΑΣΗΡΗ΢Η 
Καηά ηε δηδαζθαιία ηνπ 2νπ θεθαιαίνπ 

 Απφ ηελ παξάγξαθν 2.3 δε ζα δηδαρζεί ε θαηαλνκή ζπρλνηήησλ ζε θιάζεηο 
άληζνπ πιάηνπο ζηηο ζει. 75-76. 

 Απφ ηελ παξάγξαθν 2.5 δε ζα δηδαρζεί ε κέζε απφιπηε απφθιηζε ζηηο 
ζειίδεο 84 – 86. 

 Γε ζα δηδαρζνχλ νη Γεληθέο Αζθήζεηο ηνπ Κεθαιαίνπ. 
 
 
ΚΔΦΑΛΑΙΟ 3: ΟΡΙΟ-΢ΤΝΔΥΔΙΑ ΢ΤΝΑΡΣΗ΢Η΢ (Πξνηείλεηαη λα δηαηεζνύλ κέρξη 
28 δηδαθηηθέο ώξεο.)  
Με ηε δηδαζθαιία ηνπ θεθαιαίνπ απηνχ επηδηψθεηαη νη καζεηέο: 

 Να κπνξνχλ λα βξίζθνπλ ην φξην κίαο ζπλάξηεζεο ζην xo, φηαλ δίλεηαη ε 
γξαθηθή ηεο παξάζηαζε. 

 Να γλσξίδνπλ ηηο βαζηθέο ηδηφηεηεο ηνπ νξίνπ ζπλάξηεζεο θαη κε ηε βνήζεηά ηνπ 
λα ππνινγίδνπλ ην φξην πνιιψλ ζπλαξηήζεσλ. 

 Να θαηαλνήζνπλ ηελ έλλνηα ηεο ζπλέρεηαο ζπλάξηεζεο ζε έλα ζεκείν xo ηνπ 
πεδίνπ νξηζκνχ ηεο. 

Ζ έλλνηα ηνπ νξίνπ ζπλάξηεζεο ζην xo, εηζάγεηαη είηε επνπηηθά κε ηελ βνήζεηα ηεο 
γξαθηθήο παξάζηαζεο, είηε κε παξαηήξεζε θαηάιιεινπ πίλαθα ηηκψλ ηεο 
ζπλάξηεζεο. Σφζν ηα ζρήκαηα φζν θαη νη πίλαθεο, γηα νηθνλνκία ρξφλνπ, λα δίδνληαη 
ζηνπο καζεηέο είηε κε δηαθάλεηεο, είηε κε θσηνηππίεο ή αθφκα λα γίλνληαη νη 
παξαηεξήζεηο κέζα απφ αλνηθηά βηβιία. 
Ζ δηδαζθαιία ηνπ νξίνπ δελ απνηειεί απηνζθνπό αιιά ζηνρεχεη ζηελ 
πξνεηνηκαζία γηα ηελ εηζαγσγή ζηηο έλλνηεο ηεο παξαγψγνπ θαη ηνπ 
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νινθιεξψκαηνο. Γελ ζα γίλνπλ αζθήζεηο πνπ αλαθέξνληαη ζηηο πεξηπηψζεηο 2 θαη 3 
ηνπ πίλαθα ζπδπγψλ παξαζηάζεσλ ηεο ζειίδαο 115. 
Ζ έλλνηα ηεο ζπλέρεηαο ζπλάξηεζεο εηζάγεηαη επνπηηθά θαη αθνινπζεί ν νξηζκφο κε 
ηελ βνήζεηα ηνπ νξίνπ. 
Γηεπθξηλίδεηαη φηη ζηελ αξρή ηνπ θεθαιαίνπ απηνχ πξέπεη λα γίλεη κία επαλάιεςε 
ζηελ έλλνηα ηεο ζπλάξηεζεο, κε επηδίσμε νη καζεηέο λα κπνξνχλ: 

 λα βξίζθνπλ ην πεδίν νξηζκνχ κηαο ζπλάξηεζεο 

 λα ζρεδηάδνπλ ηηο γξαθηθέο παξαζηάζεηο ησλ βαζηθψλ ζπλαξηήζεσλ (αρ, αρ2, 
α/ρ, εκ, ζπλ, εθ, eρ, lnρ) 

 απφ ηε γξαθηθή παξάζηαζε κηαο ζπλάξηεζεο λα βξίζθνπλ ηελ ηηκή ηεο ζ’ έλα 

ζεκείν 0x , ηε κνλνηνλία ηεο θαηά δηαζηήκαηα θαη ηα αθξφηαηα. 

 λα βξίζθνπλ ην άζξνηζκα, ην γηλφκελν θαη ην πειίθν απιψλ ζπλαξηήζεσλ. 
Δπεηδή νη καζεηέο δελ έρνπλ δηδαρζεί ηελ έλλνηα ηεο ζύλζεηεο ζπλάξηεζεο, ζα 
πξέπεη ν δηδάζθσλ λα αθηεξώζεη ηνλ αλαγθαίν ρξόλν γηα ηελ θαηαλόεζε ηεο 
έλλνηαο απηήο πξηλ ηε δηδαζθαιία ηνπ ζεσξήκαηνο ηεο ζπλέρεηαο ζύλζεηεο 
ζπλάξηεζεο, ζει. 141. 
 
 ΠΑΡΑΣΗΡΗ΢Η 
Καηά ηε δηδαζθαιία ηνπ 3νπ θεθαιαίνπ 

 Απφ ηελ παξάγξ. 3.4 ζα δηδαρζεί κόλν ε κειέηε απξνζδηφξηζηεο κνξθήο 0/0 
γηα ξεηέο ζπλαξηήζεηο θαζψο θαη γηα ηα ξηδηθά κφλν ε πξψηε πεξίπησζε ηνπ 
πίλαθα ζπδπγψλ παξαζηάζεσλ ηεο ζει. 115. 

 Γε ζα δηδαρζνχλ νη παξάγξαθνη 3.5, 3.10 θαη 3.11. 

 Γε ζα δηδαρζνχλ νη εθαξκνγέο: 1β θαη 1γ ζηηο ζειίδεο 118 θαη 119, 4δ ζηηο 
ζειίδεο 122 θαη 123, 5 ζηηο ζει. 123 θαη 124, 6 ζηηο ζειίδεο 124 θαη 125, 7 

ζηηο ζειίδεο 125 θαη 126, 2 ζηηο ζειίδεο 142 θαη 143, 5 ζηε ζει.145, θαη 7 ζηηο 

ζειίδεο 147 θαη 148. 
. 
 
ΚΔΦΑΛΑΙΟ 4: ΢ΣΟΙΥΔΙΑ ΓΙΑΦΟΡΙΚΟΤ ΛΟΓΙ΢ΜΟΤ (Πξνηείλεηαη λα δηαηεζνύλ 
κέρξη 40 δηδαθηηθέο ώξεο.)  
Με ηε δηδαζθαιία ηνπ θεθαιαίνπ απηνχ επηδηψθεηαη νη καζεηέο: 

 Να θαηαλνήζνπλ ηελ έλλνηα ηεο παξαγψγνπ ζε έλα ζεκείν ηνπ πεδίνπ νξηζκνχ 
κηαο ζπλάξηεζεο θαη λα ηελ εξκελεχνπλ σο ξπζκφ κεηαβνιήο. 

 Να γλσξίδνπλ ηνπ θαλφλεο παξαγψγηζεο  βαζηθψλ ζπλαξηήζεσλ. 

 Να κπνξνχλ λα πξνζδηνξίδνπλ ηα δηαζηήκαηα ζηα νπνία κία ζπλάξηεζε είλαη 
ζηαζεξή, γλεζίσο αχμνπζα ή γλεζίσο θζίλνπζα. 

 Να κπνξνχλ λα βξίζθνπλ ηα αθξφηαηα (αλ ππάξρνπλ) κίαο ζπλάξηεζεο. 
Γηα ηελ εχξεζε ηνπ ξπζκνχ κεηαβνιήο λα ρξεζηκνπνηεζνχλ παξαδείγκαηα απφ ηε 
κέηξεζε ζηεξεψλ έηζη, ψζηε νη καζεηέο λα επαλαιάβνπλ ηνπο αληίζηνηρνπο ηχπνπο. 
Να ιπζνχλ πξνβιήκαηα ζηα νπνία λα δεηείηαη ην κέγηζην ή ην ειάρηζην κηαο 
ζπλάξηεζεο. 
 Να γίλνπλ πνιιέο εθαξκνγέο ηνπ Γηαθνξηθνχ Λνγηζκνχ ηφζν ζηελ Γεσκεηξία, φζν 
θαη ζε άιιεο επηζηήκεο. 
Γηεπθξηλίδεηαη φηη: 
α) ΢ηελ Παξάγξαθν 4.4, ε παξάγσγνο ζχλζεηεο ζπλάξηεζεο απνηειεί κέξνο ηεο 
δηδαθηέαο  θαη εμεηαζηέαο χιεο. Γειαδή, δελ εμαηξείηαη ν θαλφλαο ηεο αιπζίδαο. 
β) Ζ παξάγξαθνο 4.6 ηεο παξάγνπζαο ζπλάξηεζεο λα δηδαρζεί καδί κε ηα 
νινθιεξψκαηα (Αλ κείλεη ζηε ζέζε ηεο, ζα μεραζηεί απφ ηνπο καζεηέο, αθελφο γηαηί 
αθνινπζνχλ ε κνλνηνλία θαη ηα αθξφηαηα πνπ είλαη ηδηαίηεξεο βαξχηεηαο, αθεηέξνπ 
επεηδή δελ ππάξρνπλ αζθήζεηο ζην ζρνιηθφ βηβιίν πνπ λα ππνζηεξίδνπλ ηε 
δηδαζθαιία ηεο.) 
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β) ΢ηελ Παξάγξαθν 4.9, ην θξηηήξην ηεο 2εο παξαγψγνπ απνηειεί κέξνο ηεο 
δηδαθηέαο θαη εμεηαζηέαο χιεο.  
Με ηε δηδαζθαιία ηνπ θξηηεξίνπ ηεο 2εο παξαγψγνπ, πξνζθέξεηαη ζηνπο καζεηέο ε 
δπλαηφηεηα λα ρξεζηκνπνηνχλ ελαιιαθηηθνχο ηξφπνπο γηα ηελ εχξεζε ησλ 
αθξφηαησλ ηεο ζπλάξηεζεο. 
 
ΠΑΡΑΣΗΡΗ΢Η 
Γε ζα δηδαρζεί ε παξάγξαθνο 4.7. 
 
 
ΚΔΦΑΛΑΙΟ 5: ΢ΣΟΙΥΔΙΑ ΟΛΟΚΛΗΡΩΣΙΚΟΤ ΛΟΓΙ΢ΜΟΤ (Πξνηείλεηαη λα 
δηαηεζνύλ κέρξη 35 δηδαθηηθέο ώξεο.) 
 
Με ηε δηδαζθαιία ηνπ θεθαιαίνπ απηνχ επηδηψθεηαη νη καζεηέο: 

 Να θαηαλνήζνπλ ηελ έλλνηα ηεο παξάγνπζαο ή αξρηθήο ζπλάξηεζεο. 

 Να θαηαλνήζνπλ ηελ έλλνηα θαη ηηο ηδηφηεηεο ηνπ νξηζκέλνπ νινθιεξψκαηνο. 

 Να ππνινγίδνπλ νινθιεξψκαηα δηαθφξσλ ζπλαξηήζεσλ. 

 Να κπνξνχλ λα ππνινγίδνπλ ην νινθιήξσκα γηα ηελ επίιπζε δηάθνξσλ 
πξνβιεκάησλ θαη γηα ηνλ ππνινγηζκφ εκβαδψλ. 

Ο ππνινγηζκφο ησλ νινθιεξσκάησλ ζα γίλεηαη κε ηελ αλαθάιπςε ηεο παξάγνπζαο 
ή κε ηελ παξαγνληηθή νινθιήξσζε. 
Να ιπζνχλ πξνβιήκαηα ζηα νπνία δίλεηαη ν ξπζκφο κεηαβνιήο ελφο κεγέζνπο σο 
πξνο έλα άιιν θαη δεηείηαη ε ζπλάξηεζε πνπ εθθξάδεη ηε ζρέζε ησλ δχν κεγεζψλ. 
 
ΠΑΡΑΣΗΡΗ΢Η 
Καηά ηε δηδαζθαιία ηνπ 5νπ θεθαιαίνπ 
Γε ζα δηδαρζνύλ: 

 Ζ απφδεημε ηνπ ηχπνπ ηεο παξαγνληηθήο νινθιήξσζεο ζηε ζει. 242. 

 Οη εθαξκνγέο: 7 θαη 8 ζηηο ζειίδεο 238 θαη 239, 9 θαη 10 ζηηο ζειίδεο 246 θαη 
247. 

 Οη αζθήζεηο 1, 2, 3, 4 ζηηο ζειίδεο 249 θαη 250.  

 Οη Γεληθέο Αζθήζεηο ηνπ Κεθαιαίνπ. 
 
 

Γενική Παραηήρηζη: 

 Δθαξκνγέο θαη αζθήζεηο πνπ αλαθέξνληαη ζε φξηα ζην άπεηξν θαζψο θαη ζε 
παξαγξάθνπο ή ηκήκαηα παξαγξάθσλ  πνπ έρνπλ εμαηξεζεί δελ απνηεινχλ κέξνο 
ηεο εμεηαζηέαο χιεο.  

 
 
 
 
 
 

ΜΑΘΗΜΑΣΙΚΑ ΙΙ: Ώξεο 5 εβδνκαδηαίσο 
 

ΜΑΘΗΜΑΣΙΚΑ ΘΔΣΙΚΗ΢ &ΣΔΥΝΟΛΟΓΙΚΗ΢ ΚΑΣΔΤΘΤΝ΢Η΢ 
 

 
Θα δηδαρζεί ην βηβιίν “ΜΑΘΖΜΑΣΗΚΑ Γ΄ ΣΑΞΖ΢ ΓΔΝΗΚΟΤ ΛΤΚΔΗΟΤ ΘΔΣΗΚΖ΢ ΚΑΗ 
ΣΔΥΝΟΛΟΓΗΚΖ΢ ΚΑΣΔΤΘΤΝ΢Ζ΢” ησλ: Αλδξεαδάθε ΢., Καηζαξγχξε Β., Μέηε ΢., 
Μπξνπρνχηα Κ., Παπαζηαπξίδε ΢. θαη Πνιχδνπ Γ. 
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Γηα ηελ πιεξέζηεξε ελεκέξσζε ησλ δηδαζθφλησλ δίλνληαη εηδηθφηεξεο νδεγίεο γηα 
θάζε θεθάιαην.  

 
Οη νδεγίεο θαηά θεθάιαην έρνπλ σο εμήο: 

 
ΜΔΡΟ΢  Α΄ 

 
Κεθάιαην 1. Σν θεθάιαην απηφ δε ζα δηδαρζεί. 

 
 
Κεθάιαην 2. Πξνηείλεηαη λα δηαηεζνύλ κέρξη 12 δηδαθηηθέο ψξεο. 

 

΢ηελ αξρή ηνπ θεθαιαίνπ δηαπηζηψλεηαη ε αλάγθε δηεχξπλζεο ηνπ   ζε έλα 

ζχλνιν   ζην νπνίν λα έρνπλ ιχζε νη εμηζψζεηο 2νπ βαζκνχ κε αξλεηηθή 

δηαθξίλνπζα. Σν λέν ζχλνιν   εθνδηάδεηαη κε πξάμεηο αληίζηνηρεο κε απηέο ηνπ   
νη νπνίεο έρνπλ ηηο ίδηεο ηδηφηεηεο ζηα δχν ζχλνια. ΢ηε ζπλέρεηα γίλεηαη γεσκεηξηθή 

εξκελεία ησλ ζηνηρείσλ ηνπ   ηα νπνία νλνκάδνληαη κηγαδηθνί αξηζκνί. Ζ γεσκεηξηθή 
εξκελεία είλαη απηή πνπ ζα βνεζήζεη ηνπο καζεηέο λα εκπεδψζνπλ ηελ έλλνηα ησλ 
κηγαδηθψλ αξηζκψλ, αιιά θαη ζα ηνπο πξνζθέξεη γφληκεο ηδέεο θαη εξεζίζκαηα πνπ 
θαιιηεξγνχλ ηελ εξεπλεηηθή ηνπο δηάζεζε. 

Αθνινπζνχλ νη πξάμεηο κε κηγαδηθνχο, νη δπλάκεηο κηγαδηθψλ, νη ζπδπγείο 
κηγαδηθνί θαη ε επίιπζε ηεο εμίζσζεο 2νπ βαζκνχ πνπ απνηεινχλ κηα ελφηεηα. Γελ 
γίλεηαη αλαθνξά ζηελ χπαξμε ηνπ αληηζηξφθνπ, νχηε ζηνλ ππνινγηζκφ ηεο 
ηεηξαγσληθήο ξίδαο κηγαδηθνχ θαη γεληθφηεξα δελ δίλεηαη ηδηαίηεξε ζεκαζία ζηηο 
ηδηφηεηεο ησλ πξάμεσλ πνπ θαζνξίδνπλ ηε δνκή ελφο ζψκαηνο, αιιά ζηελ ηερληθή 
ηεο εθηέιεζήο ηνπο. 

Ζ επφκελε ελφηεηα αλαθέξεηαη ζην κέηξν ησλ κηγαδηθψλ. Γίλεηαη ηδηαίηεξε 
ζεκαζία ζηηο γεσκεηξηθέο εθαξκνγέο ηνπ κέηξνπ θαη έηζη αλαδεηθλχεηαη ε ζπλάθεηα 
ησλ κηγαδηθψλ κε ηηο γεσκεηξηθέο έλλνηεο. ΢ηελ παξάγξαθν απηή πξέπεη λα ηνληζηεί 
φηη ην κέηξν ηεο δηαθνξάο δχν κηγαδηθψλ παξηζηάλεη ηελ απφζηαζε ησλ εηθφλσλ ηνπο 
ζην κηγαδηθφ επίπεδν θαη ζπλεπψο ε εμίζσζε: 

 αzz || 0   παξηζηάλεη ηνλ θχθιν κε θέληξν  )( 0zK   θαη   αθηίλα  α 

    |||| 21 zzzz  παξηζηάλεη ηε κεζνθάζεην ηνπ ηκήκαηνο κε άθξα ηα ζεκεία 

)( 1zA  θαη )( 2zB . 

Σν θεθάιαην ζπλερίδεηαη κε ηελ ηξηγσλνκεηξηθή κνξθή ησλ κηγαδηθψλ αξηζκψλ, ε 
νπνία είλαη ρξήζηκε ζηνλ ππνινγηζκφ κεγάισλ δπλάκεσλ ζην C, ζηε γεσκεηξηθή 
εξκελεία ησλ πξάμεσλ ηνπ πνιιαπιαζηαζκνχ θαη ηεο δηαίξεζεο κηγαδηθψλ θαη ζηελ 
επίιπζε εμηζψζεσλ. 

Ζ ηειεπηαία ελφηεηα ηνπ θεθαιαίνπ είλαη νη πνιπσλπκηθέο εμηζψζεηο. ΢ηηο 

πνιπσλπκηθέο εμηζψζεηο, λα επηιπζεί πξψηα ε εμίζσζε 1vz , φπνπ λ ζεηηθφο 

αθέξαηνο , θαη σο εθαξκνγή απηήο λα αθνινπζήζεη ε επίιπζε ηεο εμίζσζεο 
vz a , 

φπνπ λ ζεηηθφο αθέξαηνο θαη a  πξαγκαηηθόο αξηζκόο δηαθνξεηηθφο ηνπ κεδελφο. Ζ 

επίιπζε λα γίλεη σο εμήο: 
Ο κε κεδεληθφο πξαγκαηηθφο αξηζκφο α έρεη ηξηγσλνκεηξηθή κνξθή  

i ,                        κε 
0, 0

, 0
, 

νπφηε παίξλεη ηε κνξθή: 

0a i z ,         φπνπ  
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0z i ,                      κε 

0, 0

, 0
 

Έηζη ε εμίζσζε z  γξάθεηαη δηαδνρηθά: 

                         z  0z z  

    
0

1
z

z
 

    
0

z

z
  ληνζηή ξίδα ηεο κνλάδαο 

    
0

, 0,1,2,..., 1kz
k

z
 

    
0 , 0,1,2,..., 1k

kz z z k  

Άξα νη ληνζηέο ξίδεο ηνπ αξηζκνχ α είλαη νη ληνζηέο ξίδεο ηεο κνλάδαο 
πνιιαπιαζηαζκέλεο κε ην κηγαδηθφ z0. Έηζη, γηα παξάδεηγκα: 

 Ζ εμίζσζε 
4 16z , επεηδή 

0

4 0 0
16 2

4 4
z i , έρεη ηέζζεξηο ξίδεο, 

ηνπο αξηζκνχο: 

2 k

kz ,  0,1, 2,3k      φπνπ    
2 2

4 4
i i  

 Ζ εμίζσζε 
4 16z ,  επεηδή  

0 2
4 4

z i , έρεη ηέζζεξηο ξίδεο, ηνπο 

αξηζκνχο: 

2 , 0,1,2,3
4 4

k

kz i k ,    φπνπ 
2 2

4 4
i i . 

Σέινο, επηιχνληαη πνιπσλπκηθέο εμηζψζεηο κε πξαγκαηηθνχο ζπληειεζηέο. 
 

Με ηε δηδαζθαιία ηνπ θεθαιαίνπ απηνχ επηδηψθεηαη νη καζεηέο: 
1. Να γλσξίδνπλ: 

   α) ηελ έλλνηα ηνπ κηγαδηθνχ αξηζκνχ θαη 
   β) πφηε δχν κηγαδηθνί αξηζκνί είλαη ίζνη. 

2. Να κπνξνχλ λα βξίζθνπλ: 
α)ην άζξνηζκα, ην γηλφκελν, ηε δηαθνξά θαη ην πειίθν κηγαδηθψλ αξηζκψλ 

         β)ην κέηξν ελφο κηγαδηθνχ αξηζκνχ θαη λα ιχλνπλ πξνβιήκαηα ζε ζπλδπαζκφ 
κε ηηο θσληθέο ηνκέο.  

3. Να γλσξίδνπλ: 
         α)ηελ έλλνηα ηνπ ζπδπγνχο ελφο κηγαδηθνχ αξηζκνχ 
         β)ηηο ηδηφηεηεο ησλ ζπδπγψλ κηγαδηθψλ αξηζκψλ. 

4. Να κπνξνχλ λα γξάθνπλ έλα κηγαδηθφ αξηζκφ ζε ηξηγσλνκεηξηθή κνξθή θαη λα 
ππνινγίδνπλ 
α)ην γηλφκελν θαη ην πειίθν κηγαδηθψλ αξηζκψλ πνπ είλαη γξακκέλνη ζε 
ηξηγσλνκεηξηθή κνξθή. 
β)αθέξαηεο δπλάκεηο κηγαδηθψλ αξηζκψλ πνπ είλαη γξακκέλνη ζε 

ηξηγσλνκεηξηθή κνξθή (Σχπνο De Moivre). 

5. Να κπνξνχλ λα επηιχνπλ εμηζψζεηο ηεο κνξθήο 
vz α κε   θαη απιέο 

πνιπσλπκηθέο εμηζψζεηο κε πξαγκαηηθνύο ζπληειεζηέο. 
 

ΠΑΡΑΣΗΡΗ΢Η 
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 Γελ ζα δηδαρζνχλ νη παξάγξαθνη 2.4 «Σξηγσλνκεηξηθή κνξθή κηγαδηθνύ» 

θαη 2.5 «Πνιπσλπκηθέο εμηζώζεηο ζην  ». 
 
 
 

ΜΔΡΟ΢  B΄ 
 

Κεθάιαην 1. Πξνηείλεηαη λα δηαηεζνύλ κέρξη 24 δηδαθηηθέο ψξεο. 
 

Σν θεθάιαην απηφ απνηειείηαη απφ ηξεηο επηκέξνπο ελφηεηεο: 
α) Σηο βαζηθέο έλλνηεο ηεο αλάιπζεο, 

β) Σν φξην ζπλάξηεζεο ζε έλα ζεκείν 0 ,x    θαη 

γ) Σε ζπλέρεηα ζπλάξηεζεο. 
 
Α) Σν πεξηερφκελν ηεο πξψηεο ελφηεηαο είλαη ζεκείν αλαθνξάο γηα ηα επφκελα. 

Οη πεξηζζφηεξεο απφ ηηο έλλνηεο πνπ πεξηέρνληαη ζηελ ελφηεηα απηή είλαη ήδε 
γλσζηέο ζηνπο καζεηέο. Γη’ απηφ ε δηδαζθαιία δελ πξέπεη λα ζηνρεχεη ζηελ 
εμππαξρήο αλαιπηηθή παξνπζίαζε γλσζηψλ ελλνηψλ, αιιά ζην λα δίλεη “αθνξκέο” 
ζηνπο καζεηέο λα αλαηξέρνπλ ζηα βηβιία ησλ πξνεγνχκελσλ ηάμεσλ θαη λα 
επαλαθέξνπλ ζηε κλήκε ηνπο γλσζηέο έλλνηεο θαη πξνηάζεηο πνπ ζα ηηο ρξεηαζηνχλ 
ζηα επφκελα. 

Δπηζεκαίλεηαη φηη ην πεδίν νξηζκνχ θάζε ζπλάξηεζεο είλαη δηάζηεκα ή έλσζε 
δηαζηεκάησλ. Οη εθαξκνγέο θαη νη αζθήζεηο πνπ αλαθέξνληαη ζηελ εχξεζε ηνπ 
πεδίνπ νξηζκνχ κηαο ζπλάξηεζεο, έρνπλ ζθνπφ ηελ άζθεζε ησλ καζεηψλ ζηελ 
επίιπζε αληζψζεσλ, ησλ νπνίσλ γίλεηαη ρξήζε θαη ζηα επφκελα θεθάιαηα. 

Σν ζχλνιν ηηκψλ κηαο ζπλάξηεζεο πξνζδηνξίδεηαη, φηαλ ρξεηάδεηαη, κφλν κε ηε 
γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο. Αξγφηεξα, βέβαηα, γηα ην ζθνπφ απηφ ζα 
ρξεζηκνπνηεζεί θαη ε παξάγσγνο. 

Ζ κνλνηνλία θαη ηα αθξφηαηα κηαο ζπλάξηεζεο, πνπ πεξηιακβάλνληαη ζηελ 
ελφηεηα απηή, κειεηψληαη δηεμνδηθά ζην θεθ. 2 κε ηε βνήζεηα ησλ παξαγψγσλ. 

Β) ΢ηε δεχηεξε ελφηεηα ηνπ θεθαιαίνπ απηνχ εηζάγεηαη επνπηηθά κε θαηάιιεια 

παξαδείγκαηα ε έλλνηα ηνπ νξίνπ ζπλάξηεζεο f ζην 0x  . Πξνυπφζεζε γηα ηελ 

χπαξμε ηνπ νξίνπ κηαο ζπλάξηεζεο ζην 0x  είλαη λα νξίδεηαη ζ’ έλα ζχλνιν ηεο 

κνξθήο ),(),( 00 βxxα  ή ),( 0xα  ή ),( 0 βx . 

Καηά ηελ επνπηηθή δηδαζθαιία ηνπ νξίνπ, γηα νηθνλνκία ρξφλνπ, ζπληζηάηαη ηα 
ζρήκαηα θαη ε εξκελεία ηνπο λα γίλνληαη κε δηαθάλεηεο ή κε θσηνηππίεο, πνπ ζα 
κνηξαζηνχλ ζηνπο καζεηέο, ή αθφκα θαη κέζα απφ αλνηθηά βηβιία. 

Δπηζεκαίλεηαη εδψ φηη ε δηδαζθαιία ηνπ νξίνπ δελ απνηειεί απηνζθνπό αιιά 
ζηνρεχεη ζηελ πξνεηνηκαζία γηα ηελ εηζαγσγή ζηηο έλλνηεο ηεο παξαγψγνπ θαη ηνπ 
νινθιεξψκαηνο πνπ απνηεινχλ θαη ην θέληξν βάξνπο ηνπ Β΄ κέξνπο. Γη’ απηφ 
πξέπεη λα απνθεύγεηαη ε άζθνπε αζθεζηνινγία θαη ε ιχζε αζθήζεσλ κε ηε 

βνήζεηα ηνπ νξηζκνχ ηνπ νξίνπ ζπλάξηεζεο ζην R0x . Ο πξνζδηνξηζκφο ηνπ 

νξίνπ ζπλάξηεζεο πξέπεη λα γίλεηαη κε εθαξκνγή ησλ ηδηνηήησλ ησλ νξίσλ. Όξηα, ηα 
νπνία ππνινγίδνληαη επθνιφηεξα κε ηνλ θαλφλα De L’ Hospital, λα δηδαρζνχλ 
αξγφηεξα (θεθ. 2) κε ηε βνήζεηα ηνπ θαλφλα απηνχ. Ο νξηζκφο ηνπ νξίνπ ζπλάξηεζεο 

ζην 0x  αλαγξάθεηαη κφλν γηα ηελ πιεξφηεηα ηνπ θεθαιαίνπ απηνχ. 

 Δπίζεο επνπηηθά νξίδεηαη ε έλλνηα ηνπ κε πεπεξαζκέλνπ νξίνπ ζπλάξηεζεο ζην 

0x  , ελψ ηα φξηα πξνζδηνξίδνληαη θαη ζηελ πεξίπησζε απηή κφλν κε ηε βνήζεηα 

ησλ ηδηνηήησλ ηνπο. Ο νξηζκφο αλαγξάθεηαη κφλν γηα ηελ πιεξφηεηα ηνπ βηβιίνπ  
 
΢ΥΟΛΙΟ 
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Καηά ηνλ ππνινγηζκφ ηνπ 
0

lim ( ( ))
x x

f g x , είλαη αλαγθαίν λα ηζρχεη 

0( )g x u ,       θνληά ζην 0x . 

Πξάγκαηη, αο ζεσξήζνπκε ηηο ζπλαξηήζεηο f, g κε 

0, 0
( ) ( )

1, 0

x
f x g x

x
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0, 0
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f g x

x
, 

Οπφηε, γηα 0 0x , έρνπκε  

0 0 0
lim ( ( )) lim ( ( )) lim1 1
x x x x

f g x f g x  

Όκσο 
0

0
0

lim ( ) lim ( ) 0
x x x

u g x g x , νπφηε 

0 0 0
lim ( ) lim ( ) lim0 0
u u u u

f u f u . 

Έηζη, έρνπκε 

0 0
lim ( ( )) lim ( )
x x u

f g x f u  

Απηφ νθείιεηαη ζην γεγνλφο φηη 

0( ) 0g x u ,    θνληά ζην 0x . 

 
 Γ) ΢ηελ ηξίηε θαη ηειεπηαία ελφηεηα ηνπ θεθαιαίνπ απηνχ παξνπζηάδεηαη επνπηηθά 

ε έλλνηα ηεο ζπλέρεηαο κηαο ζπλάξηεζεο ζε έλα ζεκείν 0x  ηνπ πεδίνπ νξηζκνχ ηεο. 

Σα ζεσξήκαηα Bolzano θαη ελδηάκεζεο ηηκήο ρξεζηκνπνηνχληαη γηα ηνλ 

πξνζδηνξηζκφ ηνπ πξνζήκνπ κηαο ζπλερνχο ζπλάξηεζεο f  ζην πεδίν νξηζκνχ ηεο 

θαζψο θαη γηα λα δηαπηζησζεί αλ ε εμίζσζε ],[,0)( βαxxf  έρεη ξίδεο ζην ),( βα . 

Δπηζεκαίλεηαη, φηη ν ππνινγηζκόο ηνπ ζπλόινπ ηηκώλ κηαο ζπλάξηεζεο θαζώο 
θαη ηεο κέγηζηεο θαη ειάρηζηεο ηηκήο ηεο ζα γίλεη κε ηε βνήζεηα ησλ 
παξαγώγσλ. 

΢ε γεληθέο γξακκέο κε ηε δηδαζθαιία ηνπ θεθαιαίνπ απηνχ επηδηψθεηαη νη 
καζεηέο: 

1. Να κπνξνχλ λα βξίζθνπλ απφ ηε γξαθηθή παξάζηαζε κηαο ζπλάξηεζεο 

 ην πεδίν νξηζκνχ ηεο 

 ην ζχλνιν ηηκψλ ηεο 

 ηελ ηηκή ηεο ζ’ έλα ζεκείν 0x . 

2. Να γλσξίδνπλ ηηο γξαθηθέο παξαζηάζεηο ησλ βαζηθψλ ζπλαξηήζεσλ. 
3. Να κπνξνχλ λα βξίζθνπλ ην άζξνηζκα, ην γηλφκελν, ην πειίθν θαη ηε ζχλζεζε 

απιψλ ζπλαξηήζεσλ. 

4. Να γλσξίδνπλ ηελ έλλνηα ηεο ζπλάξηεζεο “ 11 ”, ηηο βαζηθέο ηδηφηεηεο ηεο θαη 
λα θαηαλνήζνπλ ηε δηαδηθαζία εχξεζεο ηεο αληίζηξνθεο κηαο απιήο 
ζπλάξηεζεο. Να γλσξίδνπλ, επηπιένλ, φηη νη γξαθηθέο παξαζηάζεηο δχν 
αληίζηξνθσλ ζπλαξηήζεσλ είλαη ζπκκεηξηθέο σο πξνο ηε δηρνηφκν ηεο 
πξψηεο θαη ηξίηεο γσλίαο ησλ αμφλσλ. 

5. Να κπνξνχλ λα εθθξάδνπλ, κε ηε βνήζεηα ζπλάξηεζεο, ηνλ ηξφπν κε ηνλ 
νπνίν ζπλδένληαη νη ηηκέο δχν κεγεζψλ ζε δηάθνξα πξνβιήκαηα. 

6. Να κπνξνχλ λα βξίζθνπλ ην φξην κηαο ζπλάξηεζεο ζην 0x  , φηαλ δίλεηαη ε 

γξαθηθή ηεο παξάζηαζε. 
7. Να γλσξίδνπλ ηηο ηδηφηεηεο ηνπ νξίνπ ζπλάξηεζεο θαη κε ηε βνήζεηά ηνπο λα 

ππνινγίδνπλ ηα φξηα απιψλ ζπλαξηήζεσλ. 
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8. Να κπνξνχλ λα δηαπηζηψλνπλ ηελ χπαξμε κε πεπεξαζκέλσλ νξίσλ 
ζπλαξηήζεσλ απφ ηε γξαθηθή ηνπο παξάζηαζε. 

9. Να κπνξνχλ λα ππνινγίδνπλ ηα φξηα πνιπσλπκηθψλ ή ξεηψλ ζπλαξηήζεσλ 
ζην  θαη ζην . 

10. Να γλσξίδνπλ ηηο γξαθηθέο παξαζηάζεηο ηεο εθζεηηθήο θαη ηεο ινγαξηζκηθήο 
ζπλάξηεζεο θαη ηα φξηα ηα ζρεηηθά κε ηηο ζπλαξηήζεηο απηέο. 

11. Να γλσξίδνπλ ηελ έλλνηα ηεο αθνινπζίαο θαη ηελ έλλνηα ηνπ νξίνπ αθνινπζίαο. 

12. Να θαηαλνήζνπλ ηελ έλλνηα ηεο ζπλέρεηαο ζπλάξηεζεο ζε ζεκείν 0x  ηνπ 

πεδίνπ νξηζκνχ ηεο. 

13. Να αλαγλσξίδνπλ ηε ζπλέρεηα κηαο ζπλάξηεζεο f  ζε ζεκείν ή δηάζηεκα, απφ 

ηε γξαθηθή παξάζηαζή ηεο. 
14. Να γλσξίδνπλ ηηο βαζηθέο ζπλερείο ζπλαξηήζεηο θαη φηη ην άζξνηζκα, ε 

δηαθνξά, ην γηλφκελν, ην πειίθν θαζψο θαη ε  ζχλζεζε ζπλερψλ ζπλαξηήζεσλ 
είλαη ζπλερήο ζπλάξηεζε. 

15. Να γλσξίδνπλ ηα βαζηθά ζεσξήκαηα: Bolzano, ελδηάκεζεο ηηκήο θαη κέγηζηεο - 
ειάρηζηεο ηηκήο, φηαλ ε ζπλάξηεζε νξίδεηαη ζε θιεηζηφ δηάζηεκα θαη λα 
κπνξνχλ λα ηα εθαξκφδνπλ, ζηελ εχξεζε ηνπ πξνζήκνπ κηαο ζπλερνχο 
ζπλάξηεζεο, ζηελ εχξεζε ηνπ ζπλφινπ ηηκψλ θαη ηνπ πιήζνπο ησλ ξηδψλ 
ζπλαξηήζεσλ ησλ νπνίσλ είλαη γλσζηά ηα δηαζηήκαηα κνλνηνλίαο θαη ην είδνο 
ηεο κνλνηνλίαο. 

 
 
 

Κεθάιαην 2. Πξνηείλεηαη λα δηαηεζνύλ κέρξη 35 δηδαθηηθέο ψξεο. 
 

΢ην θεθάιαην απηφ θαζψο θαη ζην επφκελν θαηαβάιιεηαη θάζε πξνζπάζεηα γηα 
ηελ πινπνίεζε ηνπ θχξηνπ ζηφρνπ ηεο δηδαζθαιίαο ηεο Αλάιπζεο πνπ είλαη: ε ρξήζε 
ηεο παξαγψγηζεο θαη ηεο νινθιήξσζεο ζηηο εθαξκνγέο. Με αθνξκή ηελ πξνζπάζεηα 

γηα ηνλ νξηζκφ ηεο εθαπηνκέλεο κηαο θακπχιεο )(xfy  ζε έλα ζεκείν ηεο θαη ηεο 

ζηηγκηαίαο ηαρχηεηαο ελφο θηλεηνχ εηζάγεηαη ε έλλνηα ηεο παξαγψγνπ κηαο 
ζπλάξηεζεο ζ’ έλα ζεκείν ηεο. Έηζη θαζνξίδεηαη ε γεσκεηξηθή ζεκαζία ηεο 

παξαγψγνπ ηεο )(xfy  ζ’ έλα ζεκείν ηεο πνπ είλαη ν ζπληειεζηήο δηεχζπλζεο ηεο 

εθαπηνκέλεο ηεο ζην ζεκείν απηφ, θαζψο θαη ε θπζηθή ζεκαζία ηεο παξαγψγνπ πνπ 
είλαη ν ξπζκφο κεηαβνιήο ελφο κεγέζνπο π.ρ. ζηηγκηαία ηαρχηεηα, έληαζε ξεχκαηνο 
θηι. 

΢’ φιν ην θεθάιαην γίλεηαη επξεία ρξήζε ηεο επνπηηθήο παξνπζίαζεο ησλ 
δηαθφξσλ πξνηάζεσλ ελψ νη εμεηδηθεπκέλεο απνδείμεηο παξαιείπνληαη. Αθφκε ην 
θεθάιαην είλαη εκπινπηηζκέλν κε πνιιέο εθαξκνγέο ηνπ Γηαθνξηθνχ Λνγηζκνχ ζηε 
Γεσκεηξία θαη ηηο άιιεο επηζηήκεο. 

΢ε γεληθέο γξακκέο κε ηε δηδαζθαιία ηνπ θεθαιαίνπ απηνχ επηδηψθεηαη νη 
καζεηέο: 

1. Να γλσξίζνπλ ηνλ νξηζκφ ηεο παξαγψγνπ ζπλάξηεζεο ζ’ έλα ζεκείν 0x  θαη 

λα ηελ εξκελεχνπλ σο ξπζκφ κεηαβνιήο. 
2. Να γλσξίδνπλ ηηο έλλνηεο ηαρχηεηα θαη επηηάρπλζε θηλεηνχ, νξηαθφ θφζηνο, 

νξηαθή είζπξαμε, νξηαθφ θέξδνο θαη ηε ζρέζε ηνπο κε ηελ έλλνηα ηεο 
παξαγψγνπ. 

3. Να γλσξίδνπλ ζε πνηα ζεκεία ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο κηαο ζπλάξηεζεο 
νξίδεηαη ε εθαπηνκέλε θαη λα κπνξνχλ θάζε θνξά λα ζρεκαηίδνπλ ηελ 
εμίζσζή ηεο. 

4. Να γλσξίδνπλ: 

 φηη θάζε παξαγσγίζηκε ζπλάξηεζε ζε ζεκείν 0x  είλαη ζπλερήο ζην ζεκείν 

απηφ 

 ηηο παξαγψγνπο βαζηθψλ ζπλαξηήζεσλ 
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 ηνλ θαλφλα ηεο αιπζίδαο θαη  

 λα κπνξνχλ κε ηε βνήζεηά ηνπο λα βξίζθνπλ παξαγψγνπο ζπλαξηήζεσλ. 
5. Να θαηαλνήζνπλ ηα ζεσξήκαηα Rolle, Μέζεο Σηκήο θαη Fermat θαη λα 

κπνξνχλ λα ηα εθαξκφδνπλ ζε απιέο αζθήζεηο. 
6. Να κπνξνχλ λα πξνζδηνξίδνπλ ηα δηαζηήκαηα ζηα νπνία κηα ζπλάξηεζε είλαη: 

 ΢ηαζεξή 

 γλεζίσο αχμνπζα ή γλεζίσο θζίλνπζα 

 θπξηή ή θνίιε 

 θαη λα βξίζθνπλ: 
    α) ηα ηνπηθά αθξφηαηα θαη 

            β) ηα ζεκεία θακπήο ηεο. 
7. Να κπνξνχλ λα βξίζθνπλ ην ζχλνιν ηηκψλ κηαο ζπλάξηεζεο θαη ην ζχλνιν 

ιχζεσλ κηαο εμίζσζεο 0)(xf . 

8. Να κπνξνχλ λα εθαξκφδνπλ ηνπο θαλφλεο de L’ Hospital ζηνλ ππνινγηζκφ 
νξίσλ. 

9. Να κπνξνχλ λα βξίζθνπλ ηηο αζχκπησηεο ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο κηαο 
ζπλάξηεζεο. 

10. Να κπνξνχλ λα ραξάδνπλ ηε γξαθηθή παξάζηαζε κηαο ζπλάξηεζεο κε ηε 
βνήζεηα ησλ παξαγψγσλ. 

 
ΠΑΡΑΣΗΡΗ΢Η 

 
Καηά ηε δηδαζθαιία ηνπ 2νπ θεθαιαίνπ 

 Να κε δηδαρζνύλ: 
α) Ζ  ππνπαξάγξαθνο κε ηίηιν «Καηαθφξπθε εθαπηνκέλε». 
β) Ζ απφδεημε ηνπ ζεσξήκαηνο ηεο ζειίδαο 262 θαη 
γ) Σν θξηηήξην ηεο δεχηεξεο παξαγψγνπ (Θεψξεκα ζει. 264). 

 Ζ κειέηε ησλ θπξηψλ, θνίισλ θαη ζεκείσλ θακπήο λα πεξηνξηζηεί ζε ζπλερείο 
ζπλαξηήζεηο πνπ είλαη δπν, ηνπιάρηζηνλ, θνξέο παξαγσγίζηκεο ζε θάζε 
εζσηεξηθφ ζεκείν ηνπ πεδίνπ νξηζκνχ ηνπο.  

 
 
Κεθάιαην 3. Πξνηείλεηαη λα δηαηεζνύλ κέρξη 32 δηδαθηηθέο ψξεο. 

 
΢ην θεθάιαην απηφ νξίδεηαη πξψηα ε παξάγνπζα θαη ην αφξηζην νινθιήξσκα 

κηαο ζπλάξηεζεο θαη ζηε ζπλέρεηα ε έλλνηα ηνπ νξηζκέλνπ νινθιεξψκαηνο κε ην 
πξφβιεκα ηνπ ππνινγηζκνχ ηνπ εκβαδνχ ελφο παξαβνιηθνχ ρσξίνπ. Ο ηξφπνο 
απηφο εηζαγσγήο ηνπ νινθιεξψκαηνο, κνινλφηη δε ζπκθσλεί κε ηελ ηζηνξηθή εμέιημε 
ηεο έλλνηαο ηνπ νινθιεξψκαηνο, εμππεξεηεί ηε δηδαθηηθή πξάμε. Γηαηί, εθφζνλ 
πξνεγείηαη ε παξαγψγηζε, είλαη εχινγν λα αθνινπζήζεη ακέζσο ην αφξηζην 
νινθιήξσκα σο απνηέιεζκα ηεο αληίζηξνθεο δηαδηθαζίαο ηεο παξαγψγηζεο. 
Δπηπιένλ, κε ηε δηάηαμε απηή ηεο χιεο, είλαη δπλαηφλ απφ πνιχ λσξίο λα γίλνληαη 
εθαξκνγέο ηνπ νινθιεξσηηθνχ ινγηζκνχ νη νπνίεο αλάγνληαη ζηε ιχζε απιψλ 
“δηαθνξηθψλ εμηζψζεσλ”. Οη δηαθνξηθέο εμηζψζεηο πνπ κειεηψληαη ζην θεθάιαην 
απηφ είλαη νη: α) δηαθνξηθέο εμηζψζεηο κε ρσξηδφκελεο κεηαβιεηέο θαη β) νη γξακκηθέο 
δηαθνξηθέο εμηζψζεηο πξψηεο ηάμεσο. 

Δηδηθφηεξα κε ηε δηδαζθαιία ηνπ θεθαιαίνπ απηνχ επηδηψθεηαη νη καζεηέο: 
1. Να θαηαλνήζνπλ ηηο έλλνηεο 

 παξάγνπζα ή αξρηθή ζπλάξηεζε 

 αφξηζην νινθιήξσκα 

 θαη λα κπνξνχλ λα ππνινγίδνπλ απιά αφξηζηα νινθιεξψκαηα κε ηε βνήζεηα 
ησλ κεζφδσλ νινθιήξσζεο. 
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2. Να επηιχνπλ πξνβιήκαηα ζηα νπνία δίλεηαη ν ξπζκφο κεηαβνιήο ελφο 
κεγέζνπο σο πξνο έλα άιιν θαη δεηείηαη ε ζπλάξηεζε πνπ εθθξάδεη ηε ζρέζε 
ησλ δχν κεγεζψλ. 

3. Να επηιχνπλ απιέο δηαθνξηθέο εμηζψζεηο κε ρσξηδφκελεο κεηαβιεηέο θαη 
απιέο γξακκηθέο δηαθνξηθέο εμηζψζεηο α΄ ηάμεσο θαζψο θαη απιά πξνβιήκαηα 
ησλ νπνίσλ ε επίιπζε αλάγεηαη ζηελ επίιπζε δηαθνξηθψλ εμηζψζεσλ ησλ 
παξαπάλσ κνξθψλ. 

4. Να θαηαλνήζνπλ ηελ έλλνηα ηνπ νξηζκέλνπ νινθιεξψκαηνο κε ηε βνήζεηα ηνπ 
παξαβνιηθνχ ρσξίνπ. 

5. Να θαηαλνήζνπλ ηηο ζηνηρεηψδεηο ηδηφηεηεο ηνπ νξηζκέλνπ νινθιεξψκαηνο θαη 
λα κπνξνχλ λα ηηο εθαξκφδνπλ. 

6. Να γλσξίδνπλ ην ζεκειηψδεο ζεψξεκα ηνπ νινθιεξσηηθνχ ινγηζκνχ θαη λα 
κπνξνχλ λα ην εθαξκφδνπλ ζηνλ ππνινγηζκφ απιψλ νινθιεξσκάησλ. 

7. Να θαηαλνήζνπλ ην Θεψξεκα Μέζεο Σηκήο ηνπ Οινθιεξσηηθνχ Λνγηζκνχ θαη 
λα κπνξνχλ λα ην εθαξκφδνπλ ζε αζθήζεηο θαη πξνβιήκαηα. 

8. Να ππνινγίδνπλ ηα εκβαδά επίπεδσλ ρσξίσλ πνπ νξίδνληαη απφ ηηο γξαθηθέο 
παξαζηάζεηο ζπλαξηήζεσλ. 

 
ΠΑΡΑΣΖΡΖ΢Ζ 

 
     Καηά ηε δηδαζθαιία ηνπ 3νπ θεθαιαίνπ λα κε δηδαρηνχλ: 

     α) Ζ παξάγξαθνο 3.3 κε ηίηιν: «Γηαθνξηθέο Δμηζώζεηο» θαη 
     β) Ζ παξάγξαθνο 3.6 κε ηίηιν: «Θεώξεκα Μέζεο Σηκήο ηνπ Οινθιεξσηηθνύ 

Λνγηζκνύ». 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ΑΠΑΝΣΗ΢ΔΙ΢ ΢ΣΙ΢ " ΔΡΩΣΗ΢ΔΙ΢ ΚΑΣΑΝΟΗ΢Η΢ "  
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ΜΔΡΟ΢ Α΄ 
Κεθάιαην 1 

Ι. 
1. Α         2. Φ         3. Α        4. Α         5. Α      6. Φ      7. Φ     8.Α          9. Φ         
10. Φ       11. Φ       12. Α      13. Α     14. Φ     15. Φ     16. Α          17. Α       18. 
i) Φ     ii) Φ 

ΙΙ. 
1. Γ,         2. Α,          3. Γ,         4. Β,          5. Γ 

ΙΙΙ. 

1 β,     2 α,     3 δ 

 
Κεθάιαην 2 

1. i) Γ  ii) Γ                2. Α, Β     

3. xxiziz ||||        yyzz |1||1|  

    xyizz |||1|    xyizz |||1|  

 4.
o45kik ,

o45kik ,
o225kik ,

o135kik  

5. Α,   B,   Γ, 

6.
2

2

2

2
: iA ,

2

2

2

2
: iB ,

2

2

2

2
: iΓ ,

2

2

2

2
: iΔ  

7 Δz   ,   Ez
2

1
 ,    ,

1

z
 ,    Γz   ,   Bz  

 
 

 

 

ΜΔΡΟ΢  Β΄  
 

Κεθάιαην 1  

Ι. 
1. Φ, Α,       2. Α,       3. Φ,      4. Φ,        5. Α, Φ,      6. Α,         7. Φ,            8. Φ,          
9. Φ,       10. Α,         11. Α,           12. Α 

ΙΙ. 
1. Β             2. Δ,         3. Δ,           4. Γ 

ΙΙΙ. 
1. Γ,            2. Α, Γ, Δ,                   3. Δ 

 
Κεθάιαην 2  

Ι. 
1. Α,        2. Α,        3. Α,         4. Φ, Α,         5. Α, Φ,       6. Α,       7. Φ,           8. Α,             
9. Φ, Α             10. Φ, Φ, Φ, Α,               11. Φ, Α, Φ,           12. Α 

ΙΙ. 
1. Β          2. Γ,      3. Δ,       4. Γ,       5. Γ,       6. Γ,        7. Δ,        8. Γ 

ΙΙΙ. 

1. α Δ,     β Α,     γ Β,     δ Γ 

2. 1 Γ,     2 Γ,     3 Α 

 
 

 
 
Κεθάιαην 3  

Ι. 
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1. Α,          2. Φ,          3. Α,            4. Φ,           5. Α,          6. Φ,       7. Α,       8. 
Α     9. Α,        10. Α,         11. Α,                        12.Α,         13. Α,          14. Φ 

ΙΙ. 
1. Γ,           2. Γ,       3. Γ,         4. Α,        5. Γ,           6. Β,               7. Γ,             
8. Β,        9. Γ,          10. Γ,          11. Γ 

 
ΙΙΙ. 

1. Γ,            2. Β, Γ 

3. Αλ F  είλαη κηα παξάγνπζα ηεο 
x

xf
1

)( , ηφηε ε ζρέζε dx
x

dx
x

1
1

1
 

γξάθεηαη 21 )(1)( cxFcxF , νπφηε 121 cc  θαη όρη, 10 . 

Δπνκέλσο, δελ ηζρχεη ε ηδηφηεηα ηεο δηαγξαθήο γηα ηελ πξφζζεζε 
αφξηζησλ νινθιεξσκάησλ. 

4. Δπεηδή ην x  παίξλεη θαη ηελ ηηκή 0, δελ κπνξνχκε λα ζέζνπκε 0
1

u
x . 

5. 0)0(F ,  2)2(F ,  4)3(F ,  6)4(F ,  12)6(F  

 
 
 

ΠΑΡΑΣΗΡΗ΢ΔΙ΢  ΚΑΙ  ΢ΥΟΛΙΑ ΔΠΙ  Α΢ΚΗ΢ΔΩΝ  ΣΟΤ  ΒΙΒΛΙΟΤ 
 

Άζθεζε 6 / Β΄ νκάδαο / §1.2 

Καηά ηελ επίιπζε ηεο άζθεζεο απηήο, λα ηνληζηνχλ ηα αθφινπζα: 

Δξψηεκα (ii): 

Δπεηδή f g gD D R , ζα ηζρχεη fg( ) DR . Όκσο g( ) , 0R . Άξα ηζρχεη: 

fD g( ) , 0R . 

Αλ y g( ) , 0R , ηφηε ζα είλαη 
2y g(x) x , γηα θάπνην 

gx D R . 

Δπνκέλσο ζα ηζρχεη  

2f(y) f(g(x)) 1 x 1 y  

Άξα, ζην g( ) , 0R ε f νξίδεηαη απφ ηνλ ηχπν f(x) 1 x . ΢ην fD g( )R  ε f 

κπνξεί λα νξηζηεί κε νπνηνδήπνηε ηξφπν. Δπνκέλσο, ππάξρνπλ άπεηξεο 
ζπλαξηήζεηο f πνπ ηθαλνπνηνχλ ηηο ππνζέζεηο ηνπ εξσηήκαηνο απηνχ. Απηέο 
πεξηγξάθνληαη απφ ηνλ ηχπν: 

1 x  ,  x , 0
f(x)

h(x)  ,  x A , 0
, 

φπνπ fA D  είλαη νπνηνδήπνηε ππεξζχλνιν ηνπ , 0  θαη h νπνηαδήπνηε 

ζπλάξηεζε πνπ κπνξεί λα νξηζηεί ζην A , 0 . 

Πξάγκαηη, ε ζπλάξηεζε f g : 

 Οξίδεηαη εθφζνλ: 

g

2

f

x D
x

  θαη x
x A

g(x) D

R
R . Άξα f gD  R . 

 Έρεη ηχπν:  



 75 

 2 2f g (x) f g(x) 1 g(x) 1 x 1 x , 

δηφηη 
2g(x) x 0 , γηα θάζε x Dg. Παξαηεξνχκε, ινηπφλ, φηη δελ έρεη ζεκαζία γηα 

ηε ζχλζεζε f g  ν ηχπνο ηεο f ζην A , 0 . 

Δξψηεκα (iii): 

Τπάξρνπλ άπεηξεο ζπλαξηήζεηο f πνπ ηθαλνπνηνχλ ηηο ππνζέζεηο ηνπ εξσηήκαηνο 
απηνχ. Απηέο πεξηγξάθνληαη απφ ηνλ ηχπν: 

εκx ,  x S
f(x)

εκx ,  x S
,      φπνπ S ηπραίν ππνζχλνιν ηνπ R . 

θαη ηνχην δηφηη ε ηζφηεηα: 

f2(x)  εκ2x,    γηα θάζε x R  
ζεκαίλεη φηη: 

f(x)  εκx γηα θάπνηα x R  θαη f(x)   εκx γηα ηα ππφινηπα x R . 
 

Δδψ, πξέπεη λα ηνληζηεί ηδηαίηεξα φηη, φηαλ ηζρχεη: 

f2(x)  g2(x), γηα θάζε x A R , 

δελ ζεκαίλεη φηη ηζρχεη: 

(f(x)  g(x), γηα θάζε x A) ή (f(x) g(x), γηα θάζε x A), 

αιιά ζεκαίλεη φηη: 

g(x),  x B
f(x)

g(x),  x A B
, φπνπ Β θάπνην ππνζχλνιν ηνπ Α. 

Χο παξάδεηγκα αλαθέξνπκε ηηο ζπλαξηήζεηο 

f(x) x      θαη     g(x) x , 

γηα ηηο νπνίεο ηζρχεη:  

f2(x)  g2(x), γηα θάζε x R . 

Όκσο νη ζπλαξηήζεηο απηέο δελ είλαη νχηε ίζεο, νχηε αληίζεηεο. 

Σα παξαπάλσ πξέπεη λα ηνληζηνχλ γηα άιιε κηα θνξά θαηά ηελ επίιπζε ηεο 
Άζθεζεο 7 / Β΄ Οκάδαο / §1.8. 

Καηά ηελ επίιπζε ησλ παξαπάλσ αζθήζεσλ πξέπεη, επηπιένλ, λα ηνληζηεί φηη, φηαλ 
ηζρχεη: 

f(x) g(x) 0, γηα θάζε x RA , 

δελ ζεκαίλεη φηη ηζρχεη: 

(f(x) 0, γηα θάζε x RA ) ή (g(x) 0, γηα θάζε x RA ), 

αιιά ζεκαίλεη φηη ππάξρεη B A , ηέηνην ψζηε: 

f(x) 0, γηα θάζε x B  θαη g(x) 0, γηα θάζε x A B . 

Χο παξάδεηγκα αλαθέξνπκε ηηο ζπλαξηήζεηο:  
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0, x 0
f(x)

x,  x 0
    θαη    

x,  x 0
g(x)

0,  x 0
 

Γηα ηηο νπνίεο ηζρχεη: f(x) g(x) 0, γηα θάζε x R . Όκσο, θακία απφ ηηο ζπλαξηήζεηο 
απηέο δελ είλαη ε κεδεληθή ζπλάξηεζε. 
 
Άζθεζε 3 / A΄ νκάδαο / §1.3 

Καηά ηελ επίιπζε ηεο άζθεζεο απηήο, λα ηνληζηνχλ ηα αθφινπζα: 

 Σα θνηλά ζεκεία (αλ ππάξρνπλ) ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο κηαο 
αληηζηξέςηκεο ζπλάξηεζεο f κε ηελ επζεία y x  είλαη ηα ίδηα κε θνηλά ζεκεία ηεο 

γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο αληίζηξνθεο ηεο f κε ηελ επζεία y x (ζρήκαηα: 1ν ,3ν 

θαη 4ν ). 

 Δλδέρεηαη νη γξαθηθέο παξαζηάζεηο κηαο αληηζηξέςηκεο ζπλάξηεζεο f θαη ηεο 
αληίζηξνθήο ηεο λα έρνπλ θνηλά ζεκεία θαη εθηφο ηεο επζείαο y x  (ζρήκα: 4ν) 

  
Άζθεζε 3 / Β΄ νκάδαο / §2.6    &    Άζθεζε 5 / Β΄ νκάδαο / §2.8 

2) Καηά ηελ επίιπζε ησλ αζθήζεσλ απηψλ λα δνζεί ν νξηζκφο ηεο επηηαρπλόκελεο 
(αληηζηνίρσο επηβξαδπλόκελεο) θίλεζεο σο εμήο: 
 
ΟΡΗ΢ΜΟ΢: Ζ επζχγξακκε θίλεζε ελφο θηλεηνχ ιέγεηαη επηηαρπλόκελε (αληηζηνίρσο 

επηβξαδπλόκελε), φηαλ ην κέηξν ηεο ηαρχηεηαο π(t), δειαδή ε π(t) , απμάλεηαη 
(αληηζηνίρσο κεηψλεηαη).  

Με βάζε ηνλ νξηζκφ απηφ: 

 ΢ηελ θαηαθφξπθε βνιή ζψκαηνο πξνο ηα άλσ ε ηαρχηεηα π(t) είλαη γλεζίσο 
θζίλνπζα, αθνχ π΄(t)= α(t)= g<0. Δπνκέλσο: 

 Όηαλ ην ζψκα αλέξρεηαη, επεηδή π(t)>0  θαη π(t) , ζα ηζρχεη π(t)  , νπφηε ε 

θίλεζε είλαη επηβξαδπλφκελε, ελψ 

 Όηαλ ην ζψκα θαηέξρεηαη, επεηδή π(t)<0 θαη π(t) , ζα ηζρχεη π(t)  , νπφηε ε 

θίλεζε είλαη επηηαρπλφκελε. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 ΢ηελ άζθεζε 3(iii) ηεο ζειίδαο 257 έρνπκε ηνλ αθφινπζν πίλαθα: 
 

t 0  1  3  4  5 
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Πξόζεκν 

ηεο 
α(t)=x΄΄(t) 

  0  0     

Μνλνηνλία ηεο 
π(t)=x΄(t) 

 
 
 
 

-16 
TE 

 

0 
TM 

  
 
 
 

-16 
TE 

  
 

0 
 

 

64 
TM 

Πξφζεκν ηεο 
π(t)=x΄(t) 

  0    0   

Μνλνηνλία  ηεο 

π(t)  

 
16 
TM 

  
 
 
 

0 
TE 

  
16 
TM 

  
 
 
 

0 
TE 

 

64 
TM 

 
Δπνκέλσο ε θίλεζε είλαη επηηαρπλφκελε ζηα δηαζηήκαηα [1,3] θαη [4,5] (εθεί πνπ 

ηζρχεη π(t)α(t) 0), θαη επηβξαδπλφκελε ζηα δηαζηήκαηα [0,1] θαη [3,4] (εθεί πνπ 

ηζρχεη π(t)α(t) 0). 
 

 ΢ηελ άζθεζε 5(ii) ηεο ζειίδαο 278 ε θίλεζε είλαη επηηαρπλφκελε ζηα 

δηαζηήκαηα [0, t1] θαη [t2, t3], φπνπ π(t)α(t) 0, θαη επηβξαδπλφκελε ζηα δηαζηήκαηα  

[t1,  t2] θαη  [t3,+ ), φπνπ π(t)α(t) 0. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ΜΑΘΗΜΑΣΙΚΑ ΚΑΙ ΢ΣΟΙΥΔΙΑ ΢ΣΑΣΙ΢ΣΙΚΗ΢: Ώξεο 2 εβδνκαδηαίσο 
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Θα ρξεζηκνπνηεζεί ην βηβιίν “Μαζεκαηηθά θαη ΢ηνηρεία ΢ηαηηζηηθήο” ησλ 

Αδακφπνπινπ Λ., Γακηαλνχ Υ., θαη ΢βέξθνπ Α. Καηά ηε ζπγγξαθή ηνπ θαηαβιήζεθε 
ηδηαίηεξε πξνζπάζεηα, ψζηε ην πεξηερφκελφ ηνπ λα αληαπνθξίλεηαη ζηηο δπλαηφηεηεο 
ησλ καζεηψλ γηα ηνπο νπνίνπο πξννξίδεηαη θαη λα είλαη δπλαηή ε νινθιήξσζε ηεο 
δηδαζθαιίαο ηνπ ζην ρξφλν πνπ πξνβιέπεηαη απφ ην αληίζηνηρν σξνιφγην 
πξφγξακκα.  

Ζ χιε ηνπ βηβιίνπ πεξηιακβάλεη ηα θεθάιαηα: 
                       1ν : Γηαθνξηθφο Λνγηζκφο 
                       2ν : ΢ηαηηζηηθή 
                       3ν : Πηζαλφηεηεο.  
Σν θάζε θεθάιαην αξρίδεη κε κηα ζχληνκε εηζαγσγή, ε νπνία αλαθέξεηαη ζηελ 

ηζηνξηθή εμέιημε θαη ζηε ρξεζηκφηεηα ηνπ αληίζηνηρνπ θιάδνπ. Σν γεγνλφο φηη ην 
βηβιίν απεπζχλεηαη ζε φινπο ηνπο καζεηέο ηεο Γ΄ Λπθείνπ, αλεμάξηεηα απφ ηελ 
θαηεχζπλζε πνπ ζα αθνινπζήζνπλ, έρεη επεξεάζεη ζεκαληηθά ηε δηάηαμε ηεο χιεο, 
ηνλ ηξφπν κε ηνλ νπνίν απηή παξνπζηάδεηαη, θαζψο θαη ηελ επηινγή ησλ αζθήζεσλ. 
Έηζη: 

 ΢ηελ αλάπηπμε ησλ θεθαιαίσλ αθνινπζείηαη ε ηζηνξηθή εμέιημε ησλ ελλνηψλ θαη ε 
επνπηηθή παξνπζίαζή ηνπο. 

 Απνθεχγνληαη νη απζηεξέο απνδείμεηο, αιιά κέζα απφ θαηάιιεια παξαδείγκαηα 
θαη εθαξκνγέο γίλεηαη πξνζπάζεηα λα εμεγεζνχλ νη δηάθνξεο έλλνηεο θαη λα γίλεη 
θαηαλνεηφο ν ηξφπνο κε ηνλ νπνίν απηέο ρξεζηκνπνηνχληαη. 

 Γε ζπκπεξηιακβάλνληαη αζθήζεηο ησλ νπνίσλ ε ιχζε παξνπζηάδεη ηδηαίηεξε 
δπζθνιία νχηε αζθήζεηο πνπ ιχλνληαη κε ηερλάζκαηα. Αληηζέησο, έγηλε 
πξνζπάζεηα λα επηιεγνχλ αζθήζεηο θαη πξνβιήκαηα κε ηα νπνία νη καζεηέο 
εκπεδψλνπλ ηε ζεσξία, θαιιηεξγνχλ ηε ινγηθή θαη ηελ θξηηηθή ζθέςε ηνπο θαη 
αζθνχληαη ζηελ νξγάλσζε ησλ δεδνκέλσλ. 
΢ην ηέινο θάζε θεθαιαίνπ έρνπλ πξνζηεζεί "εξσηήζεηο θαηαλφεζεο", νη νπνίεο 

επηδέρνληαη ζχληνκε απάληεζε θαη ζηνρεχνπλ ζηελ θαηαλφεζε ηεο ζεσξίαο θαη ζηε 
δηεπθξίληζε νξηζκέλσλ ελλνηψλ. Οη εξσηήζεηο απηέο ζθφπηκν είλαη λα δίλνληαη ζηνπο 
καζεηέο καδί κε ηελ επεμεξγαζία ηεο αληίζηνηρεο παξαγξάθνπ. 

Θα πξέπεη λα ηνληζηεί ηδηαίηεξα φηη ην δηδαθηηθφ βηβιίν είλαη έλα κέζν δηδαζθαιίαο 
θαη δελ κπνξεί λα ππνθαηαζηήζεη ηνλ δηδάζθνληα. Έλαο θαζεγεηήο πνπ 
πξνεηνηκάδεηαη κε επηκέιεηα θαη πξνβιεκαηίδεηαη ζπλερψο γηα ηνλ πξνζθνξφηεξν 
ηξφπν κεηάδνζεο ηεο γλψζεο ζηνπο καζεηέο ηνπ είλαη βέβαην φηη ζα επηηχρεη ζε 
κεγάιν βαζκφ ηνπο γεληθνχο θαη εηδηθνχο ζηφρνπο ηεο δηδαζθαιίαο ησλ 
Μαζεκαηηθψλ. 

΢ηηο εηδηθέο νδεγίεο θαηά θεθάιαην πνπ αθνινπζνχλ, δίλνληαη πξφζζεηα 
ζεσξεηηθά ζηνηρεία, ηα νπνία πξέπεη λα έρεη ππφςε ηνπ ν δηδάζθσλ ρσξίο λα 
απαηηείηαη ε δηδαζθαιία ηνπο ζηνπο καζεηέο, θαζψο θαη έλα ελδεηθηηθφ 
ρξνλνδηάγξακκα, πνπ ζα βνεζήζεη ηνλ δηδάζθνληα ζηνλ πξνγξακκαηηζκφ ηεο 
δηδαζθαιίαο ηνπ. 

 
 
 

Κεθάιαην 1. Πξνηείλεηαη λα δηαηεζνύλ κέρξη 15 δηδαθηηθέο ψξεο. 
  
΢ε φιν ην θεθάιαην γίλεηαη επξεία ρξήζε ηεο επνπηείαο θαη ησλ παξαδεηγκάησλ 

γηα ηελ εξκελεία θαη γηα ηελ θαηαλφεζε ησλ δηάθνξσλ ελλνηψλ θαη πξνηάζεσλ.  
΢ηελ αξρή ηεο §1.1 γίλεηαη κηα ζχληνκε αλαθνξά ζηελ έλλνηα ηεο ζπλάξηεζεο 

θαη ησλ ηδηνηήησλ ηεο. Πνιιέο απφ ηηο έλλνηεο θαη ηνπο ζπκβνιηζκνχο απηνχ ηνπ 
θεθαιαίνπ είλαη ήδε γλσζηά ζηνπο καζεηέο απφ πξνεγνχκελεο ηάμεηο γη’ απηφ θαη ε 
δηδαζθαιία ηνπο δελ πξέπεη λα ζηνρεχεη ζηελ αλαιπηηθή παξνπζίαζή ηνπο, αιιά ζην 
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λα ηα επαλαθέξνπλ νη καζεηέο ζηε κλήκε ηνπο, επεηδή ζα ηνπο ρξεηαζηνχλ ζηα 
επφκελα θεθάιαηα.  

΢ηελ ίδηα παξάγξαθν παξνπζηάδεηαη κέζσ παξαδεηγκάησλ θαη ρσξίο καζεκαηηθή 
απζηεξφηεηα ε έλλνηα ηνπ νξίνπ θαη γίλεηαη κηα ζχληνκε αλαθνξά ζηελ έλλνηα ηεο 
ζπλερνχο ζπλάξηεζεο. Δπηζεκαίλεηαη φηη ε δηδαζθαιία ησλ ελλνηψλ απηψλ δελ 
απνηειεί απηνζθνπφ, αιιά ζηνρεχεη ζηελ πξνεηνηκαζία γηα ηελ εηζαγσγή ηεο έλλνηαο 
ηεο παξαγψγνπ. Γελ πξέπεη επνκέλσο λα θαζπζηεξήζεη ε δηδαζθαιία κε άζθνπε 
"αζθεζηνινγία". Καηά ηε δηδαζθαιία ησλ ελλνηψλ ηεο παξαγξάθνπ απηήο, γηα 
εμνηθνλφκεζε ρξφλνπ, ζπληζηάηαη νη πίλαθεο, ηα ζρήκαηα θαη ε εξκελεία ηνπο λα 
πξνζθέξνληαη ζε δηαθάλεηεο ή ζε θσηνηππίεο ή, ζηελ πεξίπησζε πνπ απηφ είλαη 
αδχλαηνλ, νη καζεηέο λα ρξεζηκνπνηνχλ ηα βηβιία ηνπο.  

΢ρεηηθά κε ηελ έλλνηα ηεο ζπλερνχο ζπλάξηεζεο αμίδεη λα παξαηεξήζνπκε φηη ε 

πξφηαζε 
0

0lim ( ) ( )
x x

f x f x  καο πιεξνθνξεί φηη νη ηηκέο ηνπ f x  είλαη πνιχ θνληά 

ζην 0( )f x , φηαλ ην x είλαη πνιχ θνληά ζην 0x . Απηφ ζεκαίλεη φηη κηθξέο κεηαβνιέο 

ζην x έρνπλ σο απνηέιεζκα κφλν κηθξέο κεηαβνιέο ζηηο ηηκέο κηαο ζπλερνχο 
ζπλάξηεζεο.      

΢ηελ §1.2 εηζάγεηαη ε έλλνηα ηεο παξαγψγνπ κηαο ζπλάξηεζεο ζε έλα ζεκείν ηεο. 
Ζ παξάγσγνο είλαη έλα απφ ηα ζεκειηψδε εξγαιεία ησλ Μαζεκαηηθψλ θαη 
ρξεζηκνπνηείηαη ζε έλα επξχ θάζκα επηζηεκψλ.  

 Γηα ηνλ νξηζκφ ηεο παξαγψγνπ αθνινπζείηαη ε ηζηνξηθή πνξεία ηεο εμέιημεο ηεο 
έλλνηαο. Παξαηεξνχκε θαη’ αξράο φηη σο εθαπηνκέλε ελφο θχθινπ (Ο, R) ζε έλα 
ζεκείν ηνπ Α ζα κπνξνχζακε λα νξίζνπκε ηελ νξηαθή ζέζε κηαο ηέκλνπζαο ΑΜ, 
θαζψο ην Μ θηλνχκελν πάλσ ζηνλ θχθιν ηείλεη λα ζπκπέζεη κε ην Α. Με βάζε ηελ 
παξαηήξεζε απηή νξίδνπκε σο εθαπηνκέλε ηεο θακπχιεο κηαο ζπλάξηεζεο f ζε έλα 

ζεκείν ηεο 0 0, ( )A x f x  ηελ επζεία ε νπνία δηέξρεηαη απφ ην Α θαη έρεη σο 

ζπληειεζηή δηεχζπλζεο ηνλ αξηζκφ ι= 
h

xfhxf

h

00

0
lim . Γε δίλεηαη ν ηχπνο ηεο 

εμίζσζεο ηεο εθαπηνκέλεο ηεο θακπχιεο κηαο ζπλάξηεζεο  f ζε έλα ζεκείν ηεο 

)(,( 00 xfx ). Όκσο, κέζα απφ εθαξκνγέο, εμεγείηαη ν ηξφπνο κε ηνλ νπνίν 

πξνζδηνξίδεηαη θάζε θνξά ε εθαπηνκέλε απηή, αθνχ γλσξίδνπκε έλα ζεκείν ηεο θαη 
κπνξνχκε λα βξνχκε ην ζπληειεζηή δηεχζπλζήο ηεο. Γε γίλεηαη επίζεο αλαθνξά ζηελ 
έλλνηα ηεο θαηαθφξπθεο εθαπηνκέλεο. Μαζεηέο κε απμεκέλε καζεκαηηθή πεξηέξγεηα 
ζα ηθαλνπνηήζνπλ ηηο αλαδεηήζεηο ηνπο απηέο ζηα Μαζεκαηηθά ηεο Θεηηθήο θαη ηεο 
Σερλνινγηθήο θαηεχζπλζεο ηεο Γ΄ Λπθείνπ.  

΢ηε ζπλέρεηα, δηαπηζηψλεηαη φηη θαη άιια παξαδείγκαηα, φπσο ν πξνζδηνξηζκφο 
ηεο ζηηγκηαίαο ηαρχηεηαο ελφο θηλεηνχ, ηνπ νξηαθνχ θφζηνπο ζηελ Οηθνλνκία, ηεο 
ηαρχηεηαο κηαο αληίδξαζεο ζηε Υεκεία θηι., νδεγνχλ ζηνλ ππνινγηζκφ ελφο νξίνπ 

ηεο κνξθήο 
h

tfhtf

h

)()(
lim 00

0
. Σν φξην απηφ, φηαλ ππάξρεη, νλνκάδεηαη 

παξάγσγνο ηεο f ζην 0t . Φπζηθά ην πξφβιεκα ηεο εθαπηνκέλεο θαη ην πξφβιεκα 

ηεο ζηηγκηαίαο ηαρχηεηαο έρνπλ πξνεηνηκάζεη ην έδαθνο, ψζηε λα γίλεη απνδεθηφο θαη 
θαηαλνεηφο ν νξηζκφο ηεο παξαγψγνπ κηαο ζπλάξηεζεο ζε έλα ζεκείν ηεο θαη ε 
εξκελεία ηεο σο ξπζκνχ κεηαβνιήο. 

΢ηελ §1.3 νξίδεηαη ε (πξψηε) παξάγσγνο κηαο ζπλάξηεζεο f. Με ηνλ φξν 
παξάγσγνο ηεο f ελλνείηαη ε ζπλάξηεζε f ' , ε νπνία ζε θάζε ζεκείν x ηνπ πεδίνπ 
νξηζκνχ ηεο f, φπνπ απηή είλαη παξαγσγίζηκε, αληηζηνηρίδεη ηελ παξάγσγφ ηεο ζην 
ζεκείν απηφ. Με αλάινγν ηξφπν νξίδεηαη θαη ε δεύηεξε παξάγσγνο ηεο f θαη σο 
παξαδείγκαηα αλαθέξνληαη ε ηαρχηεηα σ(t)=x'(t )  θαη ε επηηάρπλζε α(t)=x"(t)  ζηελ 
επζχγξακκε θίλεζε ελφο ζψκαηνο. Αθνινπζεί ε παξαγψγηζε βαζηθψλ ζπλαξηήζεσλ 
θαη νη θαλφλεο παξαγψγηζεο αζξνίζκαηνο, γηλνκέλνπ, πειίθνπ θαη ζχλζεηεο 
ζπλάξηεζεο. Αλαθέξνληαη κφλν νη απνδείμεηο φζσλ ηχπσλ θαη θαλφλσλ είλαη απιέο. 
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Δπηζεκαίλεηαη φηη ζηηο ηξηγσλνκεηξηθέο ζπλαξηήζεηο ,  x x   θαη x  ην x  

εθθξάδεη ην κέηξν κηαο γσλίαο ζε αθηίληα (rad). Αλ ζ είλαη ην κέηξν ηεο ίδηαο γσλίαο 

ζε κνίξεο, ηφηε  x  θαη 
180

x . Δπνκέλσο,  

( ) ( ) ( )
180 180

xx x x x . 

Αλάινγα ζπκπεξάζκαηα ηζρχνπλ θαη γηα ηηο άιιεο ηξηγσλνκεηξηθέο ζπλαξηήζεηο.   
΢ηελ §1.3 πινπνηείηαη ν θχξηνο ζηφρνο ηεο δηδαζθαιίαο ηνπ θεθαιαίνπ, πνπ είλαη 

ε ρξεζηκνπνίεζε ησλ παξαγψγσλ ζηνλ πξνζδηνξηζκφ ησλ αθξνηάησλ. Όπσο θαη 
ζηηο πξνεγνχκελεο παξαγξάθνπο, έηζη θαη εδψ γηα ηελ θαηαλφεζε ησλ ηδηνηήησλ 
θπξηαξρεί ε γεσκεηξηθή επνπηεία. Γηα λα ζπλδεζεί θαιχηεξα ε ζρέζε ηνπ πξνζήκνπ 
ηεο πξψηεο παξαγψγνπ κε ηα αθξφηαηα, κπνξεί ν δηδάζθσλ λα αλαθέξεη 
παξαδείγκαηα θαη απφ ηε Φπζηθή. Έηζη, ζην παξάδεηγκα ηεο ζειίδαο 39 ηνπ βηβιίνπ 
κπνξνχκε λα παξαηεξήζνπκε φηη φηαλ ην ζψκα θηάζεη ζην πςειφηεξν ζεκείν, ε 
ηαρχηεηά ηνπ πξέπεη λα κεδεληζηεί, δηφηη δηαθνξεηηθά ην ζψκα ζα εμαθνινπζνχζε λα 
αλεβαίλεη. Δπνκέλσο, βξίζθνπκε φηη ε ρξνληθή ζηηγκή t πνπ ζα έρνπκε ην κέγηζην 
χςνο, δειαδή ην κέγηζην ηεο ζπλάξηεζεο h(t)=20t-5t2, είλαη φηαλ π(t)= h'(t)=20-10t=0. 
Άξα γηα t=2 έρνπκε ην κέγηζην χςνο, πνπ είλαη ίζν κε h(2)=40-20=20.  

΢ην βηβιίν, γηα ηνλ πξνζδηνξηζκφ ησλ αθξνηάησλ, αλαθέξεηαη θαη ην θξηηήξην ηεο 
δεχηεξεο παξαγψγνπ. ΢ε πνιιέο πεξηπηψζεηο ην θξηηήξην απηφ κπνξεί λα 
ρξεζηκνπνηεζεί επθνιφηεξα απφ ηνπο καζεηέο, αθνχ ζπλήζσο ηνπο απαιιάζζεη απφ 
ηελ επίιπζε πνιχπινθσλ αληζψζεσλ γηα ηνλ πξνζδηνξηζκφ ηνπ πξνζήκνπ ηεο 
πξψηεο παξαγψγνπ. 

Οη κέζνδνη ηνπ Γηαθνξηθνχ Λνγηζκνχ γηα ηνλ πξνζδηνξηζκφ ησλ αθξφηαησλ 
ηηκψλ ελφο κεηαβαιιφκελνπ κεγέζνπο έρνπλ πξαθηηθή εθαξκνγή ζε πνιιέο πεξηνρέο 
ησλ επηζηεκψλ αιιά θαη ηεο θαζεκεξηλήο δσήο. Γηα ηελ επίιπζε ηέηνησλ 
πξνβιεκάησλ απηφ πνπ θπξίσο πξνέρεη είλαη ε κεηαηξνπή ηνπ πξνβιήκαηνο πνπ 
είλαη δηαηππσκέλν ζηελ θαζεκεξηλή γιψζζα ζε πξφβιεκα κεγίζηνπ ή ειαρίζηνπ κε 
ηνλ νξηζκφ κηαο ζπλάξηεζεο, ηεο νπνίαο πξέπεη λα βξεζνχλ ηα αθξφηαηα. Δίλαη 
ζθφπηκν επνκέλσο λα ηνληζηνχλ κε ηε βνήζεηα θαηάιιεινπ πξνβιήκαηνο νη αξρέο 
"επίιπζεο πξνβιήκαηνο", ηηο νπνίεο έρνπλ γλσξίζεη νη καζεηέο ζε πξνεγνχκελεο 
ηάμεηο, θαη λα πξνζαξκνζηνχλ ζηε ζπγθεθξηκέλε θαηάζηαζε. Δπηζεκαίλεηαη φηη ε 
δηαδηθαζία επίιπζεο πξνβιήκαηνο δελ είλαη ηίπνηα άιιν παξά κηα ζπιινγή 
ζηξαηεγηθψλ, ηηο νπνίεο θάζε ινγηθά ζθεπηφκελνο άλζξσπνο πξέπεη λα 
ρξεζηκνπνηήζεη πξνθεηκέλνπ λα αληηκεησπίζεη έλα πξφβιεκα. 

΢ρεηηθά κε ηελ επίιπζε πξνβιεκάησλ κε ηε βνήζεηα ηνπ Γηαθνξηθνχ Λνγηζκνχ 
πξέπεη λα αλαθεξζεί φηη πνιιά πξνβιήκαηα κεγίζηνπ ή ειαρίζηνπ πεξηέρνπλ 
δηαθξηηέο κεηαβιεηέο. Γηα παξάδεηγκα, ν αξηζκφο ησλ παξαγφκελσλ κνλάδσλ ελφο 
πξντφληνο, θαζψο θαη ν αξηζκφο ησλ εξγαδνκέλσλ ζε έλα εξγνζηάζην πξέπεη λα είλαη 
κε αξλεηηθνί αθέξαηνη αξηζκνί. Ο Γηαθνξηθφο Λνγηζκφο φκσο δελ εθαξκφδεηαη 
απεπζείαο ζε πξνβιήκαηα πνπ πεξηέρνπλ δηαθξηηέο κεηαβιεηέο. Χζηφζν, κπνξνχκε 
κεξηθέο θνξέο λα νδεγεζνχκε ζηε ιχζε ελφο ηέηνηνπ πξνβιήκαηνο ππνζέηνληαο φηη 
θάζε κεηαβιεηή παίξλεη ηηκέο ζε φιν ην ζχλνιν ησλ πξαγκαηηθψλ αξηζκψλ ή ζε 
θάπνην δηάζηεκά ηνπ, αθφκα θαη αλ ε θπζηθή εξκελεία ηεο κεηαβιεηήο έρεη λφεκα 
κφλν γηα δηαθξηηέο ηηκέο. Έηζη, ρξεζηκνπνηψληαο ην Γηαθνξηθφ Λνγηζκφ βξίζθνπκε 
κηα ιχζε γηα ην καζεκαηηθφ κνληέιν, ε νπνία ειπίδνπκε φηη πξνζεγγίδεη ηε ιχζε ηνπ 
πξαγκαηηθνχ πξνβιήκαηνο.  

 
Γεληθά, κε ηε δηδαζθαιία ηνπ θεθαιαίνπ απηνχ επηδηψθεηαη νη καζεηέο: 

 Να θαηαλνήζνπλ ηελ έλλνηα ηεο παξαγψγνπ θαη λα κπνξνχλ λα ηελ εξκελεχνπλ 
σο ξπζκφ κεηαβνιήο. 

 Να κπνξνχλ λα βξίζθνπλ ηηο παξαγψγνπο ζπλαξηήζεσλ. 
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 Να θαηαλνήζνπλ φηη ε γλψζε ηνπ ξπζκνχ κεηαβνιήο ελφο κεηαβαιιφκελνπ 
κεγέζνπο καο δίλεη ρξήζηκεο πιεξνθνξίεο γηα ην ίδην ην κέγεζνο. 

 Να κπνξνχλ κε ηε βνήζεηα ησλ παξαγψγσλ λα επηιχνπλ πξνβιήκαηα 
αθξνηάησλ.  
 
 

Κεθάιαην 2 Πξνηείλεηαη λα δηαηεζνύλ κέρξη 16 δηδαθηηθέο ψξεο. 
 
΢ηελ επνρή καο νη ζηαηηζηηθέο κέζνδνη ρξεζηκνπνηνχληαη νινέλα θαη 

πεξηζζφηεξν γηα ηε κειέηε ζχλζεησλ επηζηεκνληθψλ θαη θνηλσληθψλ πξνβιεκάησλ, 
φπσο είλαη, γηα παξάδεηγκα, ε κφιπλζε ηνπ πεξηβάιινληνο, ηα αηπρήκαηα, ε αλεξγία, 
ν πιεζσξηζκφο, ε πγεία, ε νηθνλνκία, ε ζπκπεξηθνξά ηνπ εθινγηθνχ ζψκαηνο θηι. Οη 
καζεηέο εθαξκφδνληαο ηε ζηαηηζηηθή κεζνδνινγία ζε δηάθνξεο πξαθηηθέο εθαξκνγέο 
εμνηθεηψλνληαη ζην λα επηρεηξεκαηνινγνχλ ρξεζηκνπνηψληαο αληηθεηκεληθά 
επηρεηξήκαηα, ελψ ζπγρξφλσο αζθνχληαη ζηε δεκηνπξγηθή θαη κεζνδνινγηθή εξγαζία. 
Δπίζεο, ε εμνηθείσζε κε ηε γιψζζα ηεο ΢ηαηηζηηθήο θαη ε γλψζε ησλ δπλαηνηήησλ 
θαη ησλ πεξηνξηζκψλ ηεο ζηαηηζηηθήο κεζνδνινγίαο ζα ηνπο θαηαζηήζεη ηθαλνχο, 
ψζηε αξγφηεξα, σο ππεχζπλνη πνιίηεο, λα κπνξνχλ λα ηεξνχλ θξηηηθή ζηάζε ζηνλ 
θαηαηγηζκφ ησλ πιεξνθνξηψλ πνπ δέρνληαη είηε σο αλαγλψζηεο είηε σο αθξναηέο 
απφ ηα κέζα καδηθήο ελεκέξσζεο, απφ ηα γξαθεία ζηαηηζηηθψλ εξεπλψλ, απφ ηηο 
δηαθεκίζεηο θηι.  

Μεγάιν κέξνο ηνπ θεθαιαίνπ ηεο ΢ηαηηζηηθήο έρεη δηδαρζεί ζην Γπκλάζην. Δδψ 
γίλεηαη ζπζηεκαηηθφηεξε παξνπζίαζε ησλ ζρεηηθψλ ελλνηψλ, νη νπνίεο θαη 
ζπκπιεξψλνληαη κε ηελ γξακκηθή παιηλδξφκεζε θαη ηε ζπζρέηηζε δχν κεηαβιεηψλ. 

Γηα λα κελ θαζπζηεξεί ε δηδαζθαιία, νη ζηαηηζηηθνί πίλαθεο θαη ηα δηαγξάκκαηα, ν 
αξηζκφο ησλ νπνίσλ ζην θεθάιαην ηεο ΢ηαηηζηηθήο είλαη κεγάινο, θξίλεηαη ζθφπηκν λα 
εηνηκάδνληαη ζε θσηνηππίεο ή δηαθάλεηεο πξηλ απφ ην κάζεκα. Αλ απηφ δελ είλαη 
εθηθηφ, ζπληζηάηαη λα γίλεηαη ε επεμεξγαζία ηνπο κέζα απφ ην βηβιίν.  

΢ηελ §2.1 πξέπεη λα θαηαβιεζεί πξνζπάζεηα, ψζηε κε θαηάιιεια παξαδείγκαηα 
λα θαηαλνήζνπλ νη καζεηέο ηηο έλλνηεο πιεζπζκόο, κεηαβιεηή (πνζνηηθή, πνηνηηθή), 
απνγξαθή θαη δείγκα. Να δηεπθξηληζηεί φηη δε ζπκπίπηεη ην ζχλνιν ησλ ηηκψλ κηαο 
κεηαβιεηήο κε ηηο παξαηεξήζεηο απφ ηελ εμέηαζε ελφο πιεζπζκνχ σο πξνο ηε 
κεηαβιεηή απηή. Γηα παξάδεηγκα, νη ηηκέο ηεο κεηαβιεηήο “νκάδα αίκαηνο” είλαη Α, Β, 
ΑΒ θαη Ο, ελψ νη παξαηεξήζεηο απφ ηελ εμέηαζε δέθα αηφκσλ κπνξεί λα είλαη Α, Α, 
Β, Β, Β, ΑΒ, Α, ΑΒ, Ο, Β.  

Όηαλ είλαη πξαθηηθά αδχλαην ή νηθνλνκηθά αζχκθνξν λα εμεηάζνπκε θάζε κέινο 
ελφο πιεζπζκνχ, νδεγνχκαζηε ζηελ εμέηαζε ελφο αληηπξνζσπεπηηθνχ δείγκαηνο. 
Δίλαη ζεκαληηθφ λα αλαγλσξίζνπλ νη καζεηέο ηε ρξεζηκφηεηα ηνπ δείγκαηνο, απφ ην 
νπνίν κπνξνχλ λα πξνθχςνπλ αμηφπηζηεο πιεξνθνξίεο γηα νιφθιεξν ηνλ πιεζπζκφ.  

΢ηελ §2.2 παξνπζηάδνληαη νη θαηαλνκέο ζπρλνηήησλ θαη νη γξαθηθέο 
παξαζηάζεηο ηνπο. Μηα απφ ηηο απινχζηεξεο δηαδηθαζίεο γηα ηελ νξγάλσζε θαη ηε 
ζπλνπηηθή παξνπζίαζε ησλ δεδνκέλσλ είλαη ε θαηαλνκή ζπρλνηήησλ. Ζ θαηαλνκή 
ζπρλνηήησλ ζεσξείηαη σο ην πξψην βήκα ζε θάζε αλάιπζε δεδνκέλσλ. Αλάινγα 
νξίδνληαη ε θαηαλνκή ζρεηηθψλ ζπρλνηήησλ, ε θαηαλνκή αζξνηζηηθψλ ζπρλνηήησλ 
θαη ε θαηαλνκή αζξνηζηηθψλ ζρεηηθψλ ζπρλνηήησλ.  

Οη καζεηέο πξέπεη λα θαηαλνήζνπλ φηη: 

 Ζ (απφιπηε) ζπρλόηεηα νi κηαο ηηκήο ix  δειψλεη πφζεο θνξέο εκθαλίδεηαη ε ηηκή 

ix  ζην δείγκα.  

 Ζ ζρεηηθή ζπρλόηεηα fi εθθξάδεη ην πνζνζηφ (επί ηνηο %) κηαο ηηκήο ix , ε νπνία 

εκθαλίδεηαη ζην δείγκα ησλ λ παξαηεξήζεσλ. Γη’ απηφ ε ζρεηηθή ζπρλφηεηα 
πξνζθέξεηαη γηα ηε ζχγθξηζε πιεζπζκψλ, φηαλ εμεηάδνληαη σο πξνο ηελ ίδηα 
κεηαβιεηή. Βέβαηα κε ηηο ζρεηηθέο ζπρλφηεηεο ράλνπκε ηηο απφιπηεο ζπρλφηεηεο. 

Αλ φκσο λ είλαη ην κέγεζνο ηνπ δείγκαηνο, ηφηε i if . 
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 Ζ αζξνηζηηθή ζπρλόηεηα Ni θαη ε αζξνηζηηθή ζρεηηθή ζπρλόηεηα Fi, νη νπνίεο 
έρνπλ λφεκα κφλν γηα πνζνηηθέο κεηαβιεηέο, εθθξάδνπλ ην πιήζνο θαη ην 

πνζνζηφ αληηζηνίρσο ησλ παξαηεξήζεσλ πνπ είλαη κηθξφηεξεο ή ίζεο κε ix .  

 Οη καζεηέο πξέπεη λα κπνξνχλ λα παξαζηήζνπλ γξαθηθά ηα δεδνκέλα πνπ έρνπλ 
ζπιιέμεη, ρξεζηκνπνηψληαο θάζε θνξά ην θαηάιιειν δηάγξακκα. Αθφκε πξέπεη λα 
είλαη ζε ζέζε λα «δηαβάδνπλ» ηα δηάθνξα δηαγξάκκαηα ηα νπνία παξνπζηάδνπλ κε 
άκεζν θαη νξγαλσκέλν ηξφπν ηα ζηαηηζηηθά δεδνκέλα θαη επηηξέπνπλ νξηζκέλεο 
θνξέο λα θαλνχλ ακέζσο νη ζρέζεηο πνπ ελδερνκέλσο ππάξρνπλ. Πξέπεη φκσο 
λα επηζηήζνπκε ηελ πξνζνρή ησλ καζεηψλ, δίλνληαο θαηάιιεια παξαδείγκαηα, 
γηα ηνλ θίλδπλν παξαπιάλεζεο πνπ ππάξρεη απφ ηελ αλάγλσζε ελφο ζηαηηζηηθνχ 
δηαγξάκκαηνο. Γηα παξάδεηγκα, ζην ζρήκα 1 ηα δπν δηαγξάκκαηα (α) θαη (β) 
αλαθέξνληαη ζην πνζνζηφ ησλ εξγαδνκέλσλ γπλαηθψλ ζην ζχλνιν ηνπ γπλαηθείνπ 
πιεζπζκνχ κηαο ρψξαο άλσ ησλ 16 εηψλ. Γίλνπλ φκσο εληειψο δηαθνξεηηθή 
εηθφλα γηα ην πσο κεηαβάιιεηαη ην πνζνζηφ απηφ. 
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΢ρήκα 1 

 
Σν δηάγξακκα (β) πξνθχπηεη απφ ην (α), αλ απιψο κεγεζχλνπκε ηελ θιίκαθα 

ζηνλ άμνλα ησλ y, ζκηθξχλνπκε ηελ θιίκαθα ζηνλ άμνλα ησλ x θαη ζεσξήζνπκε σο 
αξρή κεηξήζεσλ ζηνλ άμνλα ησλ y ηελ έλδεημε 30. Αλάινγεο παξαπνηήζεηο κπνξνχλ 
λα πξαγκαηνπνηεζνχλ κε ην ξαβδφγξακκα θαηαζθεπάδνληαο ηα νξζνγψληα κε 
δηαθνξεηηθφ πιάηνο. Με ηνλ ηξφπν απηφ ε νπνηαδήπνηε δηαθνξά ζηηο ζπρλφηεηεο 
εκθαλίδεηαη πνιιαπιάζηα απφ φ,ηη πξαγκαηηθά είλαη. Γηα παξάδεηγκα, αλ γηα ηελ 
άζθεζε 9 ζει. 80 παξαζηήζνπκε ην ηζηφγξακκα ζπρλνηήησλ φπσο παξαθάησ, 
 

 
ηφηε ε απεηθφληζε ηεο θαηάζηαζεο είλαη παξαπιαλεηηθή, ζε βάξνο ηνπ Παλαζελατθνχ 
θαη ππέξ ηνπ Οιπκπηαθνχ. 
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Όηαλ ην κέγεζνο ηνπ δείγκαηνο είλαη κεγάιν, επηβάιιεηαη λα γίλεηαη 
νκαδνπνίεζε. ΢ηελ νκαδνπνίεζε ην πιήζνο ησλ θιάζεσλ νξίδεηαη απζαίξεηα απφ 
ηνλ εξεπλεηή ζχκθσλα κε ηελ πείξα ηνπ. Μπνξεί φκσο λα ρξεζηκνπνηεζεί θαη ν 

εκπεηξηθφο ηχπνο ηνπ Sturges: θ =1+3,32 logλ, φπνπ θ είλαη ν αξηζκφο ησλ θιάζεσλ 
θαη λ είλαη ην κέγεζνο ηνπ δείγκαηνο. 

Με ηελ νκαδνπνίεζε έρνπκε απψιεηα πιεξνθνξηψλ, ε νπνία είλαη ηφζν 
κεγαιχηεξε φζν κηθξφηεξνο είλαη ν αξηζκφο ησλ θιάζεσλ. Όκσο, κε ηελ 
νκαδνπνίεζε δηεπθνιχλεηαη ε επεμεξγαζία ησλ δεδνκέλσλ θαη ε παξνπζίαζή ηνπο 
είλαη επνπηηθφηεξε. 

Όηαλ έρνπκε κηα νκαδνπνηεκέλε θαηαλνκή κε άληζα πιάηε, ηφηε ζην αληίζηνηρν 
ηζηφγξακκα ηα εκβαδά θαη όρη ηα ύςε ησλ νξζνγσλίσλ είλαη ίζα κε ηηο αληίζηνηρεο 
ζπρλφηεηεο ησλ θιάζεσλ. Αλ δελ θαηαζθεπαζηεί ζχκθσλα κε απηή ηελ αξρή ην 
ηζηφγξακκα, ηφηε κπνξεί λα παξαπιαλεζεί ν αλαγλψζηεο. Γηα παξάδεηγκα, ζηνλ 
παξαθάησ πίλαθα έρνπκε ηελ θαηαλνκή ησλ νηθνγελεηψλ ζηηο Ζ.Π.Α. σο πξνο ην 
εηήζην εηζφδεκά ηνπο ηνπ έηνπο 1973 θαη ζην ζρήκα 2 δχν δηαθνξεηηθά ηζηνγξάκκαηα 
γηα ηελ θαηαλνκή απηή. ΢ην ηζηφγξακκα (α) ηα χςε ησλ νξζνγσλίσλ είλαη ίζα κε ηηο 
ζρεηηθέο ζπρλφηεηεο, ελψ ζην ηζηφγξακκα (β) ηα εκβαδά ησλ νξζνγσλίσλ είλαη ίζα 
κε ηηο αληίζηνηρεο ζπρλφηεηεο ησλ θιάζεσλ (δειαδή ην χςνο ηνπ θάζε νξζνγσλίνπ 
είλαη ίζν κε ην ιφγν ηεο ζρεηηθήο ζπρλφηεηαο πξνο ην πιάηνο ηεο αληίζηνηρεο 
θιάζεο). Ζ εληχπσζε πνπ απνθνκίδεη ν αλαγλψζηεο απφ ην ηζηφγξακκα (α) είλαη φηη 
ε νηθνλνκηθή θαηάζηαζε ησλ νηθνγελεηψλ ζηηο Ζ.Π.Α. είλαη πην "αλζεξή" απφ φ,ηη είλαη 
ζηελ πξαγκαηηθφηεηα. ΢χκθσλα κε ην ηζηφγξακκα απηφ ππάξρνπλ πνιχ 
πεξηζζφηεξεο νηθνγέλεηεο κε εηζφδεκα άλσ ησλ 25.000$ απφ φ,ηη θάησ ησλ 7.000$.  
( Οη Ζ.Π.Α. είλαη βέβαηα κηα πινχζηα ρψξα, αιιά φρη ηφζν πινχζηα φζν δείρλεη ην 
ηζηφγξακκα (α) ). 
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΢ρήκα 2 

 
΢ηελ § 2.3 εμεηάδνληαη ηα κέηξα ζέζεο θαη δηαζπνξάο κηαο θαηαλνκήο. 
Έλαο κεγάινο αξηζκφο δεδνκέλσλ κπνξεί ζε πνιιέο πεξηπηψζεηο λα πεξηγξαθεί 

κε έλα κέηξν θεληξηθήο ηάζεο θαη κε έλα κέηξν δηαζπνξάο. Οη καζεηέο πξέπεη λα 
ελεκεξσζνχλ γηα ηνπο πεξηνξηζκνχο θαη ηηο επηπηψζεηο απφ ηε ρξήζε θαζελφο απφ 
ηα κέηξα ζέζεο θαη δηαζπνξάο. Δίλαη επίζεο ζεκαληηθφ λα θαηαλνήζνπλ φηη κε ηελ 
αληηθαηάζηαζε ησλ δεδνκέλσλ απφ έλα κέηξν ζέζεο έρνπκε κελ κηα ζχληνκε 
πιεξνθφξεζε, αιιά ζπγρξφλσο έρνπκε θαη κηα ζεκαληηθή απψιεηα πιεξνθνξηψλ. 
Αλ, γηα παξάδεηγκα, ζέινπκε λα πιεξνθνξήζνπκε θάπνηνλ γηα ηε ζεξκνθξαζία κηαο 
πφιεο ζα ήηαλ θαηάρξεζε λα ηνπ δψζνπκε πιήξε θαηάινγν ησλ θαζεκεξηλψλ 
ζεξκνθξαζηψλ. Γίλνληάο ηνπ φκσο γηα ζπληνκία κφλν ηε κέζε εηήζηα ζεξκνθξαζία 
νπσζδήπνηε δελ ηνπ δίλνπκε πιήξε εηθφλα ηεο κεηαβνιήο ηεο ζεξκνθξαζίαο ζηε 
δηάξθεηα ηνπ έηνπο.  

Ζ κέζε ηηκή είλαη ν κέζνο φξνο ησλ παξαηεξήζεσλ κηαο θαηαλνκήο. Ζ κέζε 
ηηκή ελφο πιεζπζκνχ ζπκβνιίδεηαη κε μ, ελψ ελφο δείγκαηνο κε x . ΢ηε ζηαηηζηηθή 

ζπκπεξαζκαηνινγία γίλεηαη δηάθξηζε κεηαμχ ηεο κέζεο ηηκήο πιεζπζκνχ θαη ηεο 
κέζεο ηηκήο δείγκαηνο. Όκσο ζην βηβιίν ρξεζηκνπνηείηαη κφλν ε κέζε ηηκή δείγκαηνο 
θαη ζπκβνιίδεηαη κε x  . Ζ κέζε ηηκή είλαη ην κέηξν ηεο θεληξηθήο ηάζεο, ην νπνίν 

ρξεζηκνπνηείηαη ζπρλφηεξα απφ ηα άιια, θπξίσο επεηδή έρεη ηηο δχν αθφινπζεο 
ηδηφηεηεο: 

α.Σν άζξνηζκα ησλ απνθιίζεσλ φισλ ησλ ηηκψλ απφ ηε κέζε ηηκή είλαη ίζν κε 

κεδέλ, δειαδή 0
1

ν

i
i xx . Ζ ηδηφηεηα απηή είλαη ζεκαληηθή γηα ηελ παξαγσγή θαη 

ηελ απινπνίεζε πνιιψλ ηχπσλ ηεο ΢ηαηηζηηθήο. Σελ εξκελεία απηή ηεο κέζεο ηηκήο 
κπνξνχκε λα ηε δνχκε θαη κε ην παξαθάησ παξάδεηγκα: 

Γηα θαζέλα απφ ηα παξαθάησ ζχλνια δεδνκέλσλ ππνινγίδνπκε ηε κέζε ηηκή 
ηνπο θαη θαηαζθεπάδνπκε ην ηζηφγξακκα ζπρλνηήησλ. ΢ηνλ άμνλα 0x ζεκεηψλνπκε 
κε “” ηε κέζε ηηκή. 
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Σν ίδην απνηέιεζκα ηζρχεη πξνθαλψο θαη ζηελ πεξίπησζε πνπ έρνπκε 

ζπρλφηεηεο, φηαλ ε παξαηήξεζε ix  εκθαλίδεηαη iv  θνξέο. Σφηε ηζρχεη ε ζρέζε 

κ

i
ii vxx

1

0)( , 

ε νπνία ζχκθσλα κε φζα μέξνπκε απφ ηε Φπζηθή δείρλεη φηη ην x  είλαη ε ζέζε ηνπ 

θέληξνπ βάξνπο θ ζσκαηηδίσλ κε βάξε κvvv ,...,, 21  ηνπνζεηεκέλα ζηηο ζέζεηο 

κxxx ,...,, 21 . Απηφ αθξηβψο θαίλεηαη θαη ζηα παξαπάλσ ηζηνγξάκκαηα ζπρλνηήησλ, 

φπνπ ε κέζε ηηκή παξηζηάλεηαη κε “”. Αλ ζεσξήζνπκε δειαδή ηνλ άμνλα 0x λα κελ 

έρεη βάξνο θαη ηνπνζεηήζνπκε ηα βάξε iv  ζηηο ζέζεηο ix  θαη ην ππνζηήξηγκα  ζηε 

ζέζε x , ηφηε ζα έρνπκε ηζνξξνπία, φπσο π.ρ. ζε κία “ηξακπάια”. 

 
β.Σν άζξνηζκα ησλ ηεηξαγψλσλ ησλ απνθιίζεσλ απφ ηε κέζε ηηκή είλαη 

κηθξφηεξν απφ ην άζξνηζκα ησλ ηεηξαγψλσλ ησλ απνθιίζεσλ απφ νπνηαδήπνηε 
άιιε ηηκή ζηελ θαηαλνκή       (εθαξκνγή 2, ζειίδα 98). Ζ ηδηφηεηα απηή 
ρξεζηκνπνηείηαη γηα ηνλ πξνζδηνξηζκφ ηεο δηαζπνξάο θαη ηεο ηππηθήο απφθιηζεο. 

 
΢ην βηβιίν αλαθέξεηαη θαη ν ζηαζκηθόο κέζνο, ν νπνίνο ρξεζηκνπνηείηαη ζηελ 

πεξίπησζε πνπ νη ηηκέο έρνπλ δηαθνξεηηθή αμία. Μπνξεί φκσο λα ρξεζηκνπνηεζεί θαη 
γηα ηνλ πξνζδηνξηζκφ ηεο κέζεο ηηκήο πεξηζζφηεξσλ νκάδσλ δεδνκέλσλ κε 
δηαθνξεηηθφ κέγεζνο ησλ νπνίσλ γλσξίδνπκε ηηο κέζεο ηηκέο. Γηα παξάδεηγκα, αλ ε 
κέζε ηηκή ηεο βαζκνινγίαο 80 θνξηηζηψλ είλαη 17 θαη ε κέζε ηηκή ηεο βαζκνινγίαο 50 
αγνξηψλ είλαη 15, ηφηε ε κέζε ηηκή ηεο βαζκνινγίαο ησλ 80+50=130 παηδηψλ είλαη 

23.16
130

2110

5080

50158017
x . 

 
Ζ δηάκεζνο είλαη ην ζεκείν ηνπ άμνλα ησλ δεδνκέλσλ θάησ απφ ην νπνίν 

βξίζθεηαη ην πνιχ ην 50% ησλ παξαηεξήζεσλ θαη ζπγρξφλσο πάλσ απφ απηφ ην 
πνιχ ην 50% ησλ παξαηεξήζεσλ. Όηαλ ν αξηζκφο ησλ παξαηεξήζεσλ είλαη 
κεγάινο, ηφηε γίλεηαη νκαδνπνίεζε ησλ δεδνκέλσλ θαη ε δηάκεζνο πξνζδηνξίδεηαη κε 
ηε βνήζεηα ηνπ ηζηνγξάκκαηνο ησλ αζξνηζηηθψλ ζπρλνηήησλ. 

Τπνζέηνληαο φηη νη παξαηεξήζεηο ζε θάζε θιάζε θαηαλέκνληαη νκνηφκνξθα, 
απνδεηθλχεηαη (κε απιή κέζνδν ησλ ηξηψλ) φηη ν ηχπνο πνπ δίλεη ηε δηάκεζν ζε 
νκαδνπνηεκέλα δεδνκέλα είλαη: 

 ( )x xi
  ( )X  Παραηηρήζεις(xi)  Μέζη ηιμή   

 

    1   2   3  2       0 

 

    1   2   6  3       0 

 

 

   1  2  2  5             2,5       0   

    

 

  1 3 3 3 8 8            4,333       0 

 

0 

1 
2 

3 

1 2 3 4  5 6 7 8 

0 

1 

2 

1 2 

 

3 4 5 6 7 8 

0 

1 

1 2 3 4 5 6 7 8 

0 

 x 

 x 

 x 

 x 

vi 

1 

1     2 3 4 5 6 7 8 
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i

i

i
v

N
v

Lδ
1

2  ci  

 

 
φπνπ 

 iL   ην θαηψηεξν φξην ηεο θιάζεο πνπ πεξηέρεη ηε δηάκεζν 

 iv     ε ζπρλφηεηα ηεο θιάζεο 

 ic     ην πιάηνο ηεο θιάζεο 

      1iN   ε αζξνηζηηθή ζπρλφηεηα ηεο πξνεγνύκελεο θιάζεο, θαη 

 λ      ην πιήζνο ησλ παξαηεξήζεσλ. 
 Δθαξκφδνληαο, γηα παξάδεηγκα, ηνλ ηχπν ηεο δηακέζνπ γηα ηα δεδνκέλα ηνπ 

πίλαθα 9 ηεο ζειίδαο 73 ηνπ βηβιίνπ, βξίζθνπκε φηη ε δηάκεζνο βξίζθεηαη ζηελ ηξίηε 

θιάζε, επεηδή εδψ αληηζηνηρνχλ αζξνηζηηθά νη 202/v  παξαηεξήζεηο. ΢πλεπψο, 

L

v
N

v
ci

i

i
i

2
168

40

2
10

12
6 173

1

cm , 

φπσο (πεξίπνπ) θαη ζηε γξαθηθή κέζνδν. 
Ζ επηθξαηνύζα ηηκή παξέρεη ζρεηηθά ιίγεο πιεξνθνξίεο γηα ηα δεδνκέλα. Αλ θαη 

ε επηθξαηνχζα ηηκή πξνζδηνξίδεη ηελ ηηκή ή ηελ θιάζε κε ηε κεγαιχηεξε ζπρλφηεηα, 
δελ πξνζθέξεηαη εχθνια γηα καζεκαηηθή επεμεξγαζία θαη έηζη έρεη πεξηνξηζκέλε 
ζεκαζία σο ζηαηηζηηθφ εξγαιείν. Με ηε βνήζεηα ηνπ ζρήκαηνο 14 ηεο ζειίδαο 91 ηνπ 
βηβιίνπ κπνξνχκε λα βξνχκε θαη έλα καζεκαηηθφ ηχπν γηα ηνλ ππνινγηζκφ ηεο 
επηθξαηνχζαο ηηκήο κηαο νκαδνπνηεκέλεο θαηαλνκήο κε ηζνπιαηείο θιάζεηο. Πην 
ζπγθεθξηκέλα, αλ Li είλαη ην αξηζηεξφ άθξν ηεο επηθξαηνχζαο θιάζεο, Γ1 θαη Γ2 είλαη 
νη δηαθνξέο ησλ ζπρλνηήησλ ησλ γεηηνληθψλ θιάζεσλ απφ ηε ζπρλφηεηα ηεο 
επηθξαηνχζαο θιάζεο, θαη c είλαη ην πιάηνο ησλ θιάζεσλ, ηφηε απφ ηα φκνηα ηξίγσλα 

ΕΑΒ θαη ΕΓΓ έρνπκε 
2

1

0

0

Δ

Δ

LMc

LM

i

i  θαη επηιχλνληαο σο πξνο Μ0 βξίζθνπκε:  

21

1
0

+ ΔΔ

Δc
LM i . 

 
Σα δηαγξάκκαηα, ηα κέηξα ζέζεο θαη ηα κέηξα δηαζπνξάο καο παξέρνπλ 

πιεξνθνξίεο γηα έλα ζχλνιν δεδνκέλσλ. Υξεηαδφκαζηε φκσο πνιιέο θνξέο θαη 
ηξφπνπο γηα ηελ πεξηγξαθή αηνκηθώλ παξαηεξήζεσλ. Γηα παξάδεηγκα, έζησ φηη ζε 
έλα ηεζη έλαο εμεηαδφκελνο πήξε βαζκφ 70. Πνηα είλαη ε ζεκαζία ηνπ βαζκνχ απηνχ; 
Αλ θαη απφ κφλνο ηνπ ν βαζκφο έρεη θάπνηα αμία, ζα γηλφηαλ πεξηζζφηεξν ρξήζηκνο 
αλ πξνζδηνξίδακε ηε ζέζε ηνπ ζε ζρέζε κε ηνπο άιινπο βαζκνχο. Αλ δειαδή 
κπνξνχζακε λα απαληήζνπκε ζε εξσηήκαηα, φπσο: ν ζπγθεθξηκέλνο βαζκφο είλαη 
θνληά ζηα άθξα ηεο θαηαλνκήο ή θνληά ζην θέληξν ηεο θαηαλνκήο; Πφζνη βαζκνί ηεο 
θαηαλνκήο είλαη ρακειφηεξνη απφ απηφλ; Πνην πνζνζηφ απνηεινχλ ζηελ θαηαλνκή νη 
βαζκνί απηνί; 

i  Κιάζεηο 
iv  iN  %iF  

1 
2 
3 
3 
5 
6 

156-162 
262-168 
168-174 
174-180 
180-186 
186-192 

2 
8 

12 
11 
5 
2 

2 
10 
22 
33 
38 
40 

5,0 
25,0 
55,0 
82,5 
95,0 

100,0 
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Απάληεζε ζε ηέηνηα εξσηήκαηα δίλνληαη κε ηε βνήζεηα ησλ εθαηνζηεκνξίσλ.  
Έλα εθαηνζηεκόξην Pk είλαη κηα ηηκή ζηελ θαηαλνκή γηα ηελ νπνία ην πνιχ ην 

k% ησλ παξαηεξήζεσλ είλαη κηθξφηεξεο απφ απηήλ θαη ην πνιχ (100- k)% ησλ 
παξαηεξήζεσλ είλαη κεγαιχηεξεο απφ απηήλ. Δηδηθή πεξίπησζε ησλ 

εθαηνζηεκνξίσλ είλαη ε δηάκεζνο )( 50Pδ , ηα ηεηαξηεκφξηα 251( PQ  θαη 

)753 PQ  θαη ηα δεθαηεκφξηα 909202101 ...,,, PDPDPD  

 Δθηφο απφ ηα παξαπάλσ κέηξα ζέζεο ζε νξηζκέλεο πεξηπηψζεηο, φπσο π.ρ. 
ζηα νηθνλνκηθά, ρξεζηκνπνηνχληαη γηα ηε ζηαηηζηηθή αλάιπζε σο κέηξα ζέζεο ν 
γεσκεηξηθφο θαη ν αξκνληθφο κέζνο. 

 Χο γεσκεηξηθόο κέζνο (geometric mean) λ ζεηηθψλ ηηκψλ vttt ,...,, 21  νξίδεηαη ε 

ληνζηή ξίδα ηνπ γηλνκέλνπ ησλ ηηκψλ απηψλ, δειαδή 

v
vtttG ...21        ή         v v

κ
vv κxxxG ...21
21  

φηαλ έρνπκε νκαδνπνηεκέλα δεδνκέλα. 
΢ε αθφκα πην ζπάληεο πεξηπηψζεηο, θπξίσο φηαλ κειεηάκε ξπζκνχο κεηαβνιήο ή 

αλαινγίεο, ρξεζηκνπνηείηαη ν αξκνληθόο κέζνο (harmonic mean). 

 Ο αξκνληθφο κέζνο λ ζεηηθψλ ηηκψλ vttt ,...,, 21  νξίδεηαη απφ ηε ζρέζε 

vttt

v
H

1
...

11

21

    ή   

κ

κ

x

v

x

v

x

v

v
H

...
2

2

1

1

, 

φηαλ έρνπκε νκαδνπνηεκέλα δεδνκέλα. 
Αλ, γηα παξάδεηγκα, έλαο καζεηήο δηαβάδεη 5 ζειίδεο Μαζεκαηηθψλ ηελ ψξα, 10 

ζειίδεο Ηζηνξίαο ηελ ψξα θαη 6 ζειίδεο Θξεζθεπηηθψλ ηελ ψξα ηφηε, ν κέζνο ξπζκφο 
δηαβάζκαηνο ηνπ καζεηή (γηα ηα καζήκαηα απηά) είλαη ν αξκνληθφο κέζνο 

4,6

6

1

10

1

5

1

3
 ζειίδεο ηελ ψξα. 

Πνην είλαη φκσο ην θαιχηεξν κέηξν ζέζεο κηαο θαηαλνκήο; ΢χκθσλα κε έλα 
πξψην θξηηήξην ε απάληεζε εμαξηάηαη απφ ην αλ ε κεηαβιεηή είλαη πνηνηηθή ή 
πνζνηηθή. Αλ ε κεηαβιεηή είλαη πνηνηηθή, ηφηε πξνζθέξεηαη κφλν ε επηθξαηνχζα ηηκή, 
αλ φκσο ε κεηαβιεηή είλαη πνζνηηθή, ηφηε κπνξνχλ λα ρξεζηκνπνηεζνχλ θαη ηα ηξία 
κέηξα ζέζεο. ΢χκθσλα κε έλα δεχηεξν θξηηήξην, ε επηινγή ηνπ θαηαιιειφηεξνπ 
κέηξνπ ζέζεο εμαξηάηαη απφ ην ζθνπφ γηα ηνλ νπνίν ζα ρξεζηκνπνηεζεί. Αλ 
επηζπκνχκε πεξαηηέξσ ζηαηηζηηθή επεμεξγαζία, ηφηε ε κέζε ηηκή πξνζθέξεηαη 
πεξηζζφηεξν. Αλ φκσο ν ζθνπφο είλαη βαζηθά πεξηγξαθηθφο, ηφηε πξέπεη λα 
ρξεζηκνπνηείηαη ην κέηξν πνπ πεξηγξάθεη θαιχηεξα ηα δεδνκέλα. Ζ παξνπζία 
αθξαίσλ παξαηεξήζεσλ (πνιχ κηθξψλ ή πνιχ κεγάισλ αλαθνξηθά κε ηηο άιιεο 
παξαηεξήζεηο) είλαη ζπρλά έλα απφ ηα βαζηθφηεξα θξηηήξηα γηα ηελ επηινγή 
θαηάιιεινπ κέηξνπ ζέζεο. Ζ επηθξαηνχζα ηηκή θαη ε δηάκεζνο κέλνπλ γεληθά 
αλεπεξέαζηεο απφ ηηο αθξαίεο ηηκέο ηνπ δείγκαηνο. Ζ κέζε ηηκή φκσο επεξεάδεηαη 
ζεκαληηθά απφ ηηο ηηκέο απηέο, επνκέλσο δελ ελδείθλπηαη ζε ηέηνηεο πεξηπηψζεηο. 
Έηζη, γηα παξάδεηγκα, ζηε δηαπξαγκάηεπζε γηα ηνπο κηζζνχο ησλ εξγαδνκέλσλ ζε 
κηα εηαηξεία, νη εξγαδφκελνη ζα επηθαινχληαη σο αληηπξνζσπεπηηθφ κηζζφ ηε δηάκεζν 
ή ηελ επηθξαηνχζα ηηκή, ελψ νη εθπξφζσπνη ηεο εηαηξείαο ηε κέζε ηηκή πνπ 
επεξεάδεηαη ζεκαληηθά απφ ηνπο κηζζνχο ησλ πςειφβαζκσλ ζηειερψλ ηεο. 

Γηα λα απαληήζνπκε ζην εξψηεκα πφζν δηαζπαξκέλεο είλαη νη ηηκέο κηαο 
θαηαλνκήο, ρξεζηκνπνηνχκε ηα κέηξα δηαζπνξάο. Απφ ηα κέηξα απηά αλαθέξνληαη 
ζην βηβιίν ην εχξνο, ην ελδνηεηαξηεκνξηαθφ εχξνο, ε δηαθχκαλζε θαη ε ηππηθή 
απφθιηζε.  

Απφ ηα κέηξα δηαζπνξάο ην εύξνο ρξεζηκνπνηείηαη αξθεηά ζπρλά ζε 
πεξηπηψζεηο ειέγρνπ πνηφηεηαο βηνκεραληθψλ πξντφλησλ, φηαλ εξγαδφκαζηε κε 
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πνιιά ηζνκεγέζε δείγκαηα. Απηφ νθείιεηαη ζηνλ εχθνιν ππνινγηζκφ ηνπ θαη ζηελ 
εχθνιε εξκελεία ηνπ. Σν εχξνο φκσο έρεη ην κεηνλέθηεκα λα εμαξηάηαη κφλν απφ ηηο 
δχν αθξαίεο ηηκέο θαη έρεη ηελ ηάζε λα απμάλεηαη, θαζψο ην κέγεζνο ηνπ δείγκαηνο 
κεγαιψλεη. Απηφ έρεη σο ζπλέπεηα λα κελ είλαη ζπγθξίζηκα σο πξνο ην εχξνο δχν 
δείγκαηα δηαθνξεηηθνχ κεγέζνπο. 

Ζ δηαθύκαλζε ελφο πιεζπζκνχ κεγέζνπο Ν ζπκβνιίδεηαη κε ζ2 θαη ν ηχπνο ηεο 
είλαη  

N

μt

σ

N

i
i

1=

2

2 =        (1), 

φπνπ 
N

i
it

N
μ

1

1
 ε κέζε ηηκή ηνπ πιεζπζκνχ, ελψ ε δηαθχκαλζε ελφο δείγκαηνο 

κεγέζνπο λ ζπκβνιίδεηαη κε 
2*s θαη ν ηχπνο ηεο είλαη 

1

1

2

*2

ν-

x-t

s

ν

i=
i

        (2). 

΢ηαηηζηηθέο δηαδηθαζίεο πνπ ρξεζηκνπνηνχληαη ζηηο δηάθνξεο επηζηήκεο ζπλήζσο 

πξνζδηνξίδνπλ ηε δηαθχκαλζε 
2*s  ελφο δείγκαηνο, ε νπνία ζηε ζπλέρεηα 

ρξεζηκνπνηείηαη γηα ηελ εθηίκεζε ηεο δηαθχκαλζεο ζ2 ηνπ πιεζπζκνχ. Ζ δεηγκαηηθή 
δηαθχκαλζε πνπ πξνζδηνξίδεηαη κε ηνλ ηχπν (2) απνδεηθλχεηαη φηη είλαη κηα 
ακεξόιεπηε εθηηκήηξηα. Αλ πάξνπκε δειαδή φια ηα δπλαηά δείγκαηα κεγέζνπο λ θαη 

ππνινγίζνπκε ηηο δηαζπνξέο 
2*s  απφ ηε ζρέζε (2), ηφηε ε κέζε ηηκή ηνπο ζα ηζνχηαη 

κε ηελ πιεζπζκηαθή δηαζπνξά 
2σ . Αληίζεηα, ε δεηγκαηηθή δηαθχκαλζε, φπσο νξίδεηαη 

απφ ηε ζρέζε 
ν

x-t

s

ν

i=
i

1

2

2
, ηείλεη λα ππνεθηηκά ηε πιεζπζκηαθή δηαθχκαλζε 

2σ . 

Χζηφζν, ζην βηβιίν γηα δηδαθηηθνχο ιφγνπο ρξεζηκνπνηνχκε γηα ηε δεηγκαηηθή 

δηαθχκαλζε ηνλ ηχπν 
ν

x-t

s

ν

i=
i

1

2

2
, αθνχ δελ πξφθεηηαη λα αζρνιεζνχκε κε 

ζηαηηζηηθή ζπκπεξαζκαηνινγία. 
Ζ ηππηθή απόθιηζε είλαη ε ηεηξαγσληθή ξίδα ηεο δηαθχκαλζεο. Σν κέηξν απηφ 

δηαζπνξάο ηθαλνπνηεί ηελ απαίηεζε λα εθθξάδεηαη ζηελ ίδηα κνλάδα κέηξεζεο κε ηηο 
παξαηεξήζεηο. 

΢ηελ πεξίπησζε πνπ νη παξαηεξήζεηο είλαη κεγάινη αξηζκνί, κπνξνχκε λα 
απινπνηήζνπκε ηνπο ππνινγηζκνχο ρξεζηκνπνηψληαο ηελ εθαξκνγή 3 (ζειίδα 99 

ηνπ βηβιίνπ), ζχκθσλα κε ηελ νπνία αλ βaxy , ηφηε βxαy  θαη xy sαs . 

 Γηα ηελ εξκελεία ηεο ηππηθήο απφθιηζεο σο κέηξνπ δηαζπνξάο, αο ππνζέζνπκε 

φηη ν κέζνο κηζζφο ησλ ππαιιήισλ κηαο εηαηξείαο Α είλαη 000.250Ax  δξρ. κε 

ηππηθή απφθιηζε 000.42As  δξρ. Μηα εξκελεία ηεο κεηαβιεηφηεηαο ησλ απνιαβψλ 

ησλ εξγαδνκέλσλ έγθεηηαη ζηνλ θαζνξηζκφ ηνπ πνζνζηνχ ησλ εξγαδνκέλσλ πνπ 

αλακέλεηαη λα βξίζθνληαη ζην δηάζηεκα ),( sxsx , ή κε δχν ηππηθέο απνθιίζεηο 

ζην δηάζηεκα )2,2( sxsx  θηι. Αλ ππνζέζνπκε φηη έρνπκε πεξίπνπ θαλνληθή 

θαηαλνκή, ηφηε έρνπκε ηελ εξκελεία ηνπ ζρήκαηνο 15, ζει. 95. Αληίζεηα, γηα 
νπνηνδήπνηε ζχλνιν παξαηεξήζεσλ, αλεμάξηεηα απφ ηελ θαηαλνκή πνπ έρνπκε, 
εθαξκφδεηαη ην ζεψξεκα ηνπ Chebyshev, ην νπνίν ιέεη φηη “ην πνζνζηφ ησλ 

παξαηεξήζεσλ πνπ πεξηιακβάλνληαη ζην δηάζηεκα ),( sκxsκx , 1κ , είλαη 
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ηνπιάρηζηνλ 
2

1
1

κ
”. ΢πλεπψο, ζην δηάζηεκα )2,2( sxsx  έρνπκε ηνπιάρηζηνλ ην 

75% ησλ παξαηεξήζεσλ, ελψ ζην δηάζηεκα )3,3( sxsx  έρνπκε ηνπιάρηζηνλ ην 

89% ησλ παξαηεξήζεσλ. Δπνκέλσο, γηα ην παξαπάλσ παξάδεηγκα, αλ ππνζέζνπκε 
φηη ν κηζζφο ησλ ππαιιήισλ αθνινπζεί θαλνληθή θαηαλνκή, ηφηε αλακέλεηαη ην: 

 68% ησλ ππαιιήισλ λα έρνπλ κηζζφ ζην δηάζηεκα (208.000, 292.000) 

 95% ησλ ππαιιήισλ λα έρνπλ κηζζφ ζην δηάζηεκα (166.000, 334.000) 

 99,7% ησλ ππαιιήισλ λα έρνπλ κηζζφ ζην δηάζηεκα (124.000, 376.000), 
ελψ ηα αληίζηνηρα πνζνζηά, φηαλ δελ ππνζέηνπκε θαλνληθή θαηαλνκή, γίλνληαη 
ηνπιάρηζηνλ 0%, 75% θαη 89%. 

Μεξηθέο θνξέο ζε ζηαηηζηηθνχο ππνινγηζκνχο είλαη αλαγθαίν φρη κφλν λα 
ππνινγίζνπκε απιψο ηηο ηππηθέο απνθιίζεηο, αιιά λα ζπγθξίλνπκε κεηαμχ ηνπο ηα 
κεγέζε ησλ ηππηθψλ απνθιίζεσλ ζε δηαθνξεηηθέο ζηαηηζηηθέο ζπιινγέο. Γε θηάλνπκε 
φκσο ζην ζθνπφ καο κε ην λα παξαιιειίζνπκε κεηαμχ ηνπο ηηο ηππηθέο απνθιίζεηο. 
Απηφ ζα καο έδηλε ζηελ πιεηνςεθία ησλ πεξηπηψζεσλ κηα εζθαικέλε εηθφλα. 

Αο ππνζέζνπκε φηη ν κέζνο κηζζφο x  θαη ε ηππηθή απφθιηζε s ησλ ππαιιήισλ 

δχν εηαηξεηψλ Α θαη Β δίλνληαη ζηνλ παξαθάησ πίλαθα γηα 3 δηαθνξεηηθέο 
πεξηπηψζεηο: 

 
΢ηελ πεξίπησζε 1 έρνπκε ηελ ίδηα κέζε ηηκή, νπφηε ε ζχγθξηζε ηεο 

κεηαβιεηφηεηαο κπνξεί λα γίλεη ακέζσο, ζπλεπψο κπνξνχκε λα πνχκε φηη ε 
κεηαβιεηφηεηα ησλ κηζζψλ ζηελ εηαηξεία Β είλαη κεγαιχηεξε απφ ηελ κεηαβιεηφηεηα 
ησλ κηζζψλ ζηελ εηαηξεία Α. Γειαδή νη εξγαδφκελνη ζηελ εηαηξεία Α παξνπζηάδνπλ 
κεγαιχηεξε νκνηνγέλεηα ζηηο κεληαίεο απνδνρέο ηνπο απφ φ,ηη ζηελ εηαηξεία Β. 
Αληίζεηα, ζηε δεχηεξε πεξίπησζε δελ κπνξνχκε λα πνχκε φηη έρνπκε κεγαιχηεξε 

κεηαβιεηφηεηα ζηελ εηαηξεία Β απφ φ,ηη ζηελ Α. Ζ ηππηθή απφθιηζε Αs 150€  έρεη 

ππνινγηζηεί ζεσξψληαο ηηο απνθιίζεηο ησλ παξαηεξήζεσλ απφ ηε κέζε 

ηηκή 900€Ax , ελψ ε 250€Bs  ππνινγίζηεθε ζεσξψληαο ηηο απνθιίζεηο ησλ 

παξαηεξήζεσλ απφ ηε κέζε ηηκή 3000€Bx  Αλάινγε είλαη θαη ε ηξίηε πεξίπησζε, 

φπνπ έρνπκε δηαθνξεηηθέο κνλάδεο κέηξεζεο. 
΢ηηο δχν απηέο πεξηπηψζεηο ε κεηαβιεηφηεηα ησλ δεδνκέλσλ κπνξεί λα 

ζπγθξηζεί, αθνχ πξψηα εθθξάζνπκε ηηο ζρεηηθέο πνζφηεηεο ζε κηα θνηλή βάζε. Γη 
’απηφ ππάξρεη αλάγθε νξηζκνχ κέηξσλ ζρεηηθήο κεηαβιεηφηεηαο, ηα νπνία λα 
ζπλδπάδνπλ κέηξα ζέζεο κε κέηξα δηαζπνξάο. Σν πην γλσζηφ κέηξν ζρεηηθήο 
κεηαβιεηφηεηαο είλαη ν ζπληειεζηήο κεηαβνιήο ή ζπληειεζηήο κεηαβιεηφηεηαο, ν 

νπνίνο νξίδεηαη απφ ηνλ ηχπν 
x

s
cv  θαη ζπλήζσο εθθξάδεηαη σο πνζνζηφ. 

 
 
 
 

 Δηαηξεία Α Δηαηξεία Β 

Πεξίπησζε 1 900€Ax  

Αs 150€  

900€Bx  

Bs 200€  

Πεξίπησζε 2 900€Ax  

Αs 150€  

3000€Bx

Bs 250€  

Πεξίπησζε 3 900€Ax  

Αs 150€  

2000$Bx  

Bs 420$  
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΢ύγκριζη μέζης ηιμής, διαμέζοσ και επικραηούζας ηιμής 
Πιενλεθηήκαηα Μεηνλεθηήκαηα 

Μέζε ηηκή 

 Γηα ηνλ ππνινγηζκφ ηεο 
ρξεζηκνπνηνχληαη φιεο νη 
ηηκέο. 

 Δίλαη κνλαδηθή γηα θάζε 
ζχλνιν δεδνκέλσλ. 

 Δίλαη εχθνια θαηαλνεηή. 

 Ο ππνινγηζκφο ηεο είλαη 
ζρεηηθά εχθνινο. 

 Έρεη κεγάιε εθαξκνγή γηα 
πεξαηηέξσ ζηαηηζηηθή 
αλάιπζε. 

 Δπεξεάδεηαη πνιχ απφ 
αθξαίεο ηηκέο. 

 Μπνξεί λα κελ αληηζηνηρεί ζε 
δπλαηή ηηκή ηεο κεηαβιεηήο. 
Όηαλ ε Υ είλαη δηαθξηηή, κε 
αθέξαηεο ηηκέο, ηφηε ε κέζε 
ηηκή κπνξεί λα κελ είλαη 
αθέξαηνο. 

 Γελ ππνινγίδεηαη γηα πνηνηηθά 
δεδνκέλα. 

 Δίλαη δχζθνινο ν 
ππνινγηζκφο ηεο ζε 
νκαδνπνηεκέλα δεδνκέλα κε 
αλνηθηέο ηηο αθξαίεο θιάζεηο. 

Γηάκεζνο 

 Δίλαη εχθνια θαηαλνεηή. 

 Γελ επεξεάδεηαη απφ αθξαίεο 
ηηκέο. 

 Τπνινγίδεηαη θαη ζηελ 
πεξίπησζε πνπ νη αθξαίεο 
θιάζεηο είλαη αλνηθηέο. 

 Ο ππνινγηζκφο ηεο είλαη 
απιφο. 

 Δίλαη κνλαδηθή ζε θάζε 
ζχλνιν δεδνκέλσλ. 

 Γε ρξεζηκνπνηνχληαη φιεο νη 
ηηκέο γηα ηνλ ππνινγηζκφ ηεο. 

 Δίλαη δχζθνιε ε εθαξκνγή 
ηεο γηα πεξαηηέξσ ζηαηηζηηθή 
αλάιπζε. 

 Γελ ππνινγίδεηαη γηα πνηνηηθά 
δεδνκέλα. 

 Γηα ηνλ ππνινγηζκφ ηεο 
κπνξεί λα ρξεηαζηεί 
παξεκβνιή. 

Δπηθξαηνύζα ηηκή 

 Τπνινγίδεηαη εχθνια, φηαλ δελ 
έρνπκε νκαδνπνηεκέλα 
δεδνκέλα. 

 Δίλαη εχθνια θαηαλνεηή. 

 Τπνινγίδεηαη θαη απφ ειιηπή 
δεδνκέλα. 

 Γελ επεξεάδεηαη απφ αθξαίεο 
ηηκέο. 

 Δθαξκφδεηαη θαη ζε πνηνηηθά 
δεδνκέλα. 

 Γε ρξεζηκνπνηνχληαη φιεο νη 
ηηκέο. 

 Γε ρξεζηκνπνηείηαη εχθνια 
γηα πεξαηηέξσ ζηαηηζηηθή 
αλάιπζε. 

 Γελ νξίδεηαη πάληα 
κνλνζήκαληα. Μπνξνχκε λα 
έρνπκε πνιιέο θνξπθέο ή θαη 
θαζφινπ. 

 
΢ύγκριζη μέηρων διαζποράς 

Πιενλεθηήκαηα Μεηνλεθηήκαηα 
Δύξνο 

 Δίλαη πνιχ απιφ ζηνλ 
ππνινγηζκφ. 

 Υξεζηκνπνηείηαη αξθεηά ζηνλ 
έιεγρν πνηφηεηαο. 

 Μπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί γηα 
ηελ εθηίκεζε ηεο ηππηθήο 
απφθιηζεο. 

 Γε ζεσξείηαη αμηφπηζην κέηξν 
δηαζπνξάο, επεηδή βαζίδεηαη 
κφλν ζηηο δπν αθξαίεο 
παξαηεξήζεηο. 

 Γε ρξεζηκνπνηείηαη γηα 
πεξαηηέξσ ζηαηηζηηθή 
αλάιπζε. 

Γηαζπνξά θαη ηππηθή απόθιηζε 

 Λακβάλνληαη ππφςε γηα ηνλ  Σν θπξηφηεξν κεηνλέθηεκα ηεο 
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ππνινγηζκφ ηνπο φιεο νη 
παξαηεξήζεηο. 

 Έρνπλ κεγάιε εθαξκνγή ζηε 
ζηαηηζηηθή 
ζπκπεξαζκαηνινγία. 

 ΢ε θαλνληθνχο πιεζπζκνχο ην 
68%, 95%, 99,7% ησλ 
παξαηεξήζεσλ βξίζθνληαη 

ζηα δηαζηήκαηα sx , sx 2  

θαη sx 3  αληίζηνηρα. 

δηαζπνξάο είλαη φηη δελ 
εθθξάδεηαη ζηηο ίδηεο κνλάδεο 
κε ην ραξαθηεξηζηηθφ. Σν 
κεηνλέθηεκα απηφ παχεη λα 
ππάξρεη κε ηε 
ρξεζηκνπνίεζε ηεο ηππηθήο 
απφθιηζεο 

 Απαηηνχληαη πεξηζζφηεξεο 
αιγεβξηθέο πξάμεηο γηα ηνλ 
ππνινγηζκφ ηνπο παξά ζηα 
άιια κέηξα. 

 
΢πληειεζηήο κεηαβνιήο 

 Δίλαη θαζαξφο αξηζκφο. 

 Υξεζηκνπνηείηαη σο κέηξν 
ζχγθξηζεο ηεο 
κεηαβιεηφηεηαο, φηαλ έρνπκε 
ίδηεο ή θαη δηαθνξεηηθέο 
κνλάδεο κέηξεζεο. 

 Υξεζηκνπνηείηαη σο κέηξν 
νκνηνγέλεηαο ελφο πιεζπζκνχ. 

 Γελ ελδείθλπηαη ζηελ 
πεξίπησζε πνπ ε κέζε ηηκή 
είλαη θνληά ζην κεδέλ. 

  
΢ηελ §2.4 εμεηάδεηαη ε απιή γξακκηθή παιηλδξόκεζε. Αλ εμεηάδνπκε έλαλ 

πιεζπζκφ ζπγρξφλσο σο πξνο δχν κεηαβιεηέο X θαη Y θαη (x1, y1), (x2, y2), (x3, 
y3),..., (xλ, yλ) είλαη ηα δεχγε ησλ αληίζηνηρσλ ηηκψλ, ηφηε κπνξνχκε λα εμεηάζνπκε ην 
είδνο ηεο εμάξηεζεο ησλ δχν κεηαβιεηψλ κε ηελ αθφινπζε κέζνδν. 

Παξηζηάλνπκε κε ζεκεία ηνπ επηπέδνπ ηα δεχγε ( xi, yi), i= 1,2, 3,...λ θαη έηζη 
έρνπκε ην δηάγξακκα δηαζπνξάο (λέθνο ζεκείσλ). ΢ηε ζπλέρεηα αλαδεηνχκε κηα 
ζπλάξηεζε, ηεο νπνίαο ε θακπχιε δηέξρεηαη “φζν γίλεηαη πην θνληά” απφ ηα ζεκεία 

x yi i , i 1 2 3 . ΢ηελ πεξίπησζε πνπ ην δηάγξακκα δηαζπνξάο καο νδεγεί 

ζηελ ππφζεζε φηη ππάξρεη κηα γξακκηθή εμάξηεζε ( γξακκηθή παιηλδξφκεζε), 

πξνζδηνξίδνπκε ηελ επζεία παιηλδξφκεζεο ˆˆ ˆy x , απφ ηα ζεκεία x yi i , 

i 1 2 3  απαηηψληαο ην άζξνηζκα 
ν

i
ii α-βxy

1

2
 λα είλαη ειάρηζην ( αξρή ησλ 

ειαρίζησλ ηεηξαγώλσλ). 
Οη ηχπνη (5) θαη (6) ηεο ζειίδαο 110 ηνπ βηβιίνπ, κε ηνπο νπνίνπο 

πξνζδηνξίδνπκε ηηο εθηηκήηξηεο ˆ  θαη ˆ  ησλ ζπληειεζηψλ α θαη β αληηζηνίρσο, 

βξίζθνληαη σο εμήο: 

Σν άζξνηζκα ησλ ηεηξαγψλσλ S = 
ν

i
ii α-βxy

1

2
γίλεηαη ειάρηζην, φηαλ νη 

κεξηθέο παξάγσγνη 
α

S
 θαη 

β

S
 είλαη θαη νη δχν κεδέλ. Έρνπκε  

       
S

 = -2
ν

i
ii α-βxy

1

   (1)  

 θαη  
S

 = -2
ν

i
iii α-βxyx

1

  (2) . 

Δμηζψλνληαο ηηο (1) θαη (2) κε ην κεδέλ, βξίζθνπκε ηηο αθφινπζεο εμηζψζεηο, νη 
νπνίεο ιέγνληαη θαλνληθέο εμηζώζεηο : 

ii yvαxβ  

iiii yxxαxβ 2
 



 93 

Λχλνληαο ην ζχζηεκα ησλ δχν απηψλ εμηζψζεσλ βξίζθνπκε ηνπο δεηνχκελνπο 
ηχπνπο.  

 
Με ηε βνήζεηα ησλ εθαξκνγψλ ηεο §2.4 λα επηζεκαλζεί ζηνπο καζεηέο φηη: 

 Οη πξνβιέςεηο πνπ κπνξνχκε λα θάλνπκε γηα ηελ εμαξηεκέλε κεηαβιεηή Y απφ 
ηηο ηηκέο ηεο αλεμάξηεηεο κεηαβιεηήο X κέζσ ηεο επζείαο παιηλδξφκεζεο 

ˆˆ ˆy x  είλαη δπλαηέο κφλν γηα ηηο ηηκέο ηεο αλεμάξηεηεο κεηαβιεηήο, νη 

νπνίεο βξίζθνληαη ζην δηάζηεκα πνπ έρεη γίλεη ε κειέηε ή πνιχ θνληά ζηα άθξα 
ηνπ δηαζηήκαηνο απηνχ. 

 Ζ εμίζσζε ηεο επζείαο παιηλδξφκεζεο ˆˆ ˆy x  ηεο εμαξηεκέλεο κεηαβιεηήο 

Y πάλσ ζηελ αλεμάξηεηε κεηαβιεηή X, δε καο επηηξέπεη λα θάλνπκε πξνβιέςεηο 
γηα ηηο ηηκέο ηεο X , φηαλ δίλνληαη νη ηηκέο ηεο Y. Γηα λα είλαη απηφ δπλαηφλ, πξέπεη 
λα πξνζδηνξίζνπκε εμαξρήο ηελ επζεία παιηλδξφκεζεο ηεο Υ πάλσ ζηελ Y, 

ˆˆ ˆx y , ε νπνία γεληθά είλαη δηαθνξεηηθή απφ ηελ ˆˆ ˆy x . Καη ζηηο δχν 

φκσο πεξηπηψζεηο νη επζείεο δηέξρνληαη απφ ην ζεκείν ),( yx . 

 
Σν δηάγξακκα δηαζπνξάο κάο δίλεη κηα έλδεημε ηνπ θαηά πφζνλ ππάξρεη κηα 

γξακκηθή ζρέζε κεηαμχ ηεο εμαξηεκέλεο κεηαβιεηήο Υ θαη κηαο άιιεο Φ πνπ 

ιακβάλεηαη σο αλεμάξηεηε κεηαβιεηή. Δάλ ηα ζεκεία ),( ii yx  ηείλνπλ λα βξίζθνληαη 

πάλσ ζε κηα επζεία, ηφηε ε ζρέζε κεηαμχ ησλ Φ θαη Υ είλαη γξακκηθή θαη 

πεξηγξάθεηαη απφ ηελ εμίζσζε ηεο επζείαο xβαy . Αλ ην 0β , ηφηε δελ 

ππάξρεη γξακκηθή ζρέζε κεηαμχ ησλ κεηαβιεηψλ. Απηφ φκσο δε ζεκαίλεη 
απαξαίηεηα φηη δελ ππάξρεη θάπνηα άιιε ζρέζε κεηαμχ ησλ Φ θαη Υ. Αλ έρνπκε, γηα 
παξάδεηγκα, ηα δεδνκέλα ηνπ παξαθάησ πίλαθα, παξαηεξνχκε φηη ηα ζεκεία δε 
βξίζθνληαη γχξσ απφ επζεία γξακκή. Απηφ δηαπηζηψλεηαη απφ ην φηη θαη ε 
παξάκεηξνο β εθηηκψκελε κε ηε κέζνδν ησλ ειαρίζησλ ηεηξαγψλσλ βξίζθεηαη ίζε κε 

κεδέλ. Παξ΄ φια απηά φκσο ε εμίζσζε 1)4( 2xy  (πνπ παξηζηάλεη κηα 

παξαβνιή) πεξηγξάθεη ηέιεηα ηε ζρέζε κεηαμχ ησλ Φ θαη Υ. 
 
 
 

 
 
Όηαλ δηαπηζηψλεηαη απφ ην δηάγξακκα δηαζπνξάο ή καο δίλεηαη φηη ε ζρέζε 

κεηαμχ ησλ Φ θαη Υ δελ είλαη γξακκηθή, κπνξνχκε ζε αξθεηέο πεξηπηψζεηο κε 
θαηάιιειν κεηαζρεκαηηζκφ λα ηελ θάλνπκε γξακκηθή θαη λα εθαξκφζνπκε ηα ήδε 
γλσζηά. Γηα παξάδεηγκα, φηαλ ε ζρέζε είλαη ηεο κνξθήο: 

xβeαy  

παίξλνληαο ινγαξίζκνπο βξίζθνπκε 

xβαy lnln  

θαη ζέηνληαο yy ln*
, αα ln*

, ββ*
 ε αξρηθή ζρέζε κεηαζρεκαηίδεηαη ζηε 

γξακκηθή xβαy ***
. 

Φ Υ 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 

10 
 5 
 2 
 1 
 2 
 5 
10  1  2  3  4  5  6  7

  2

  4

  6

  8

10

12

 x

 y
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Σν θεθάιαην ηειεηψλεη κε ηελ §2.5, ε νπνία αλαθέξεηαη ζην ζπληειεζηή r ηεο 
γξακκηθήο ζπζρέηηζεο. Ο ζπληειεζηήο γξακκηθήο ζπζρέηηζεο καο πιεξνθνξεί γηα ην 
είδνο ηεο γξακκηθήο ζπζρέηηζεο ( ζεηηθή, αξλεηηθή ή κεδέλ ), αιιά θαη γηα ην πφζν 
ηζρπξή είλαη ε ζπζρέηηζε απηή. Με άιια ιφγηα καο πιεξνθνξεί γηα ην αλ αχμεζε ηεο 
κηαο κεηαβιεηήο αληηζηνηρεί ζε αχμεζε ή κείσζε ηεο άιιεο κεηαβιεηήο, αιιά θαη γηα 
ην πφζν δηαζπαξκέλα είλαη ηα ζεκεία ελφο “λέθνπο” σο πξνο ηελ αληίζηνηρε επζεία 
παιηλδξφκεζεο. 

Έηζη, ν ζπληειεζηήο γξακκηθήο ζπζρέηηζεο έρεη ην ίδην πξφζεκν κε ην 

ζπληειεζηή ˆ  ηεο επζείαο παιηλδξφκεζεο ˆˆ ˆy x , ελψ ε απφιπηε ηηκή ηνπ 

εμαξηάηαη απφ ην πιάηνο ηεο “έιιεηςεο” πνπ πεξηθιείεη ην λέθνο ησλ ζεκείσλ. 
 
 
 y

 x

 r=1

                      

 y

 x

 r= 1

       
 
 

 y

 x

 r=0

      

 y

 x

 0<r<1

         

 y

 x

 -1<r<0

 
 

Σν γεγνλφο φηη γηα ην ζπληειεζηή ζπζρέηηζεο  

22
yyxx

yyxx
r

ii

ii  

ηζρχεη 11 r , απνδεηθλχεηαη σο εμήο: 
 

Γηα θάζε πξαγκαηηθή παξάκεηξν ι έρνπκε δηαδνρηθά  

0
2

yyλxx ii  

02
222

yyxxλyyλxx iiii  

02
222

yyxxλyyλxx iiii  

02
222 xxyyxxλyyλ iiii . 

Δπεηδή ε ηειεπηαία αληζφηεηα ηζρχεη γηα θάζε ι R, πξέπεη ε δηαθξίλνπζα 

042 αγβ : 

222
44 xxyyyyxx iiii  

1

2

22
xxyy

yyxx

ii

ii  

r

r

r

2 1

1

1 1
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΢σζτέηιζη δε ζημαίνει αιηιόηηηα 
 Δπεηδή ην r παξηζηά κηα εθηηκήηξηα ηεο αληίζηνηρεο παξακέηξνπ ηνπ πιεζπζκνχ, 

ζα πξέπεη λα εξκελεχεηαη κε ηνλ ηξφπν πνπ αλαθέξζεθε κφλν φηαλ ζηεξίδεηαη ζε 
έλα ηπραίν δείγκα ηνπ πιεζπζκνχ. Δπνκέλσο, έλαο ζπληειεζηήο ζπζρέηηζεο δελ έρεη 
κεγάιε ρξεζηκφηεηα ζε πεηξακαηηθά δεδνκέλα, φπνπ νη ηηκέο ηεο αλεμάξηεηεο 
κεηαβιεηήο είλαη ζηαζεξέο θαη επηιέγνληαη απφ ηνλ εξεπλεηή. 

Αηηηνινγηθά ζπκπεξάζκαηα δελ κπνξνχλ λα ιεθζνχλ (εθηφο ειάρηζησλ 
εμαηξέζεσλ) ρσξίο πεηξακαηηζκφ. ΢πλεπψο, φηαλ δχν κεηαβιεηέο X θαη Y βξίζθνληαη 
ζπζρεηηζκέλεο ζηε θχζε, απηφ ζεκαίλεη κφλν φηη νη κεηαβιεηέο απηέο ζπλδένληαη κε 
θάπνηα ζρέζε. Γε ζπλεπάγεηαη κηα αηηηνινγηθή ζρέζε. Τπάξρεη πεξίπησζε ε 
αιιαγή ηεο κεηαβιεηήο X λα πξνθαιεί άκεζα αιιαγή ηεο Υ. Αιιά πνιχ ζπρλά νη 
αιιαγέο ησλ δχν κεηαβιεηψλ X θαη Y νθείινληαη ζε θάπνηεο άιιεο κεηαβιεηέο ή ζε 
θάπνηνπο αζηάζκεηνπο παξάγνληεο. 

Γηα παξάδεηγκα ζηελ Ακεξηθή, πξηλ εηζαρζεί ην εκβφιην Salk θαηά ηεο 
πνιηνκπειίηηδαο, νη εξεπλεηέο εμέηαδαλ αλ ππάξρεη ζρέζε αλάκεζα ζηελ εκθάληζε 
ηεο πνιηνκπειίηηδαο θαη ηνπ αξηζκνχ ησλ πσιεζέλησλ αλαςπθηηθψλ. Γηα θάζε 
εβδνκάδα ηνπ έηνπο θαηέγξαθαλ ζ’ έλα πίλαθα ηνλ αξηζκφ ησλ αλαςπθηηθψλ πνπ 
θαηαλαιψζεθαλ ηε ζπγθεθξηκέλε εβδνκάδα θαη ηνλ αξηζκφ ησλ λέσλ πεξηζηαηηθψλ 
πνιηνκπειίηηδαο πνπ είραλ αλαθεξζεί. Σα δεδνκέλα απηά εκθάληδαλ ηζρπξή ζεηηθή 
ζπζρέηηζε αλάκεζα ζηνλ αξηζκφ ησλ πεξηζηαηηθψλ ηεο πνιηνκπειίηηδαο (κεηαβιεηή 
Y). θαη ηνλ αξηζκφ ησλ πσιεζέλησλ αλαςπθηηθψλ (κεηαβιεηή X). Σηο εβδνκάδεο πνπ 
είραλ θαηαλαισζεί πεξηζζφηεξα αλαςπθηηθά, είραλ εθδεισζεί πεξηζζφηεξα λέα 
πεξηζηαηηθά πνιηνκπειίηηδαο. Όηαλ ε θαηαλάισζε ησλ αλαςπθηηθψλ ήηαλ κεησκέλε, 
ππήξραλ ιηγφηεξα λέα πεξηζηαηηθά. Πξνθαινχλ ινηπφλ ηα αλαςπθηηθά εκθάληζε 
πνιηνκπειίηηδαο; Αλ ήηαλ έηζη κε ηελ απαγφξεπζε ηεο πψιεζεο ηνπο ζα έπξεπε λα 
κεηψλεηαη θαη ε εκθάληζε ηεο λφζνπ. Οινθάλεξα ε απάληεζε είλαη αξλεηηθή. Ζ 
επηδεκία ηεο πνιηνκπειίηηδαο παξνπζηάδεη έμαξζε ην θαινθαίξη, πνπ ζπκβαίλεη λα 
έρνπκε θαη αχμεζε ηεο θαηαλάισζεο ησλ αλαςπθηηθψλ. Έηζη εληνπίζηεθε έλαο ηξίηνο 
παξάγνληαο, ε επνρή ηνπ έηνπο πνπ είλαη θαζνξηζηηθφο θαη γηα ηηο δχν κεηαβιεηέο Y 
θαη X. Ο ζπληειεζηήο ζπζρέηηζεο ησλ Y θαη X απιψο επεξεαδφηαλ απφ απηφλ ηνλ 
παξάγνληα, ν νπνίνο επεξέαδε ηαπηφρξνλα ηφζν ηε κεηαβιεηή Y (αξηζκφο 
πεξηζηαηηθψλ ηεο λφζνπ) φζν θαη ηε κεηαβιεηή X (αξηζκφο ησλ θαηαλαισζέλησλ 
αλαςπθηηθψλ). 

Γεληθά, κε ηε δηδαζθαιία απηνχ ηνπ θεθαιαίνπ επηδηψθεηαη νη καζεηέο : 

 Να θαηαθηήζνπλ ην βαζηθφ ιεμηιφγην ηεο ΢ηαηηζηηθήο, κε ην νπνίν ζα είλαη ηθαλνί 
λα θαηαλννχλ βαζηθά ζέκαηα ηεο ΢ηαηηζηηθήο, αιιά θαη λα δηαηππψλνπλ ηηο 
απφςεηο ηνπο γηα ηα ζέκαηα απηά. 

 Να κπνξνχλ λα δηαβάδνπλ κε νξζφ ηξφπν, αιιά θαη λα θαηαζθεπάδνπλ νη ίδηνη 
ζηαηηζηηθά δηαγξάκκαηα. 

 Να κπνξνχλ λα βξίζθνπλ ηα κέηξα ζέζεο θαη δηαζπνξάο κηαο θαηαλνκήο, αιιά 
θαη λα γλσξίδνπλ ηελ αμία θαη ηα φξηα ησλ κέηξσλ απηψλ. 

 Να κπνξνχλ λα δηαπηζηψλνπλ ην βαζκφ ζπζρέηηζεο δχν κεηαβιεηψλ θαη λα 
πξνβιέπνπλ ηηο ηηκέο ηεο κηαο απφ ηηο ηηκέο ηεο άιιεο, πξνζδηνξίδνληαο ηελ 
επζεία γξακκηθήο παιηλδξφκεζεο.  

ΠΑΡΑΣΗΡΗ΢ΔΙ΢ 

 Απφ ην θεθάιαην 2 δε ζα δηδαρηνύλ: 
α) Οη θιάζεηο άληζνπ πιάηνπο (ζει. 74)  
 β) Σα εθαηνζηεκφξηα (ζει. 89) θαη ην ελδνηεηαξηεκνξηαθφ εχξνο (ζει. 92) 
γ) Ζ επηθξαηνχζα ηηκή (ζει. 90,91) 
δ) Ζ γξακκηθή παιηλδξφκεζε, §2.4 
ε) Ζ γξακκηθή ζπζρέηηζε, §2.5 
ζη) Ζ άζθεζε 4 ηεο ζει. 81.  
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 Καηά ηελ εμέηαζε αζθήζεσλ πνπ αλαθέξνληαη ζε νκαδνπνίεζε παξαηεξήζεσλ, 
νη θιάζεηο ζα δίδνληαη ππνρξεσηηθά. 

 Καηά ηε δηδαζθαιία ηνπ ηζηνγξάκκαηνο ζπρλνηήησλ λα ηνληζηεί ηδηαηηέξσο φηη 
νη παξαηεξήζεηο ζηηο  θιάζεηο θαηαλέκνληαη νκνηόκνξθα. Δπνκέλσο, αλ ζε κηα 

θιάζε πιάηνπο c αληηζηνηρνχλ i παξαηεξήζεηο, ηφηε ζε έλα ππνδηάζηεκα απηήο 

πιάηνπο d αληηζηνηρνχλ 
i

d

c
παξαηεξήζεηο. Έηζη γηα παξάδεηγκα ζηελ άζθεζε 5 

ηεο ζει. 103 νη πσιεηέο πνπ έθαλαλ πσιήζεηο απφ 5 ρηιηάδεο επξψ κέρξη 6 

ρηιηάδεο επξψ είλαη 
1

14 7
2

. 

 Καηά ηε δηδαζθαιία ηεο δηαθχκαλζεο λα δίλνληαη νη ηχπνη 2 θαη 4 ησλ ζειίδσλ 93 
& 94 αληηζηνίρσο. 

 
Κεθάιαην 3. Πξνηείλεηαη λα δηαηεζνύλ κέρξη 19 δηδαθηηθέο ψξεο. 

 
Ζ Θεσξία ησλ Πηζαλνηήησλ πξνζθέξεη ηηο κεζφδνπο κε ηηο νπνίεο 

πξνζδηνξίδνπκε έλα κέηξν ηεο βεβαηφηεηαο, κε ηελ νπνία αλακέλεηαη λα 
πξαγκαηνπνηεζεί ή λα κελ πξαγκαηνπνηεζεί έλα ελδερφκελν. Ζ θαηνρή επνκέλσο 
ησλ βαζηθψλ ζηνηρείσλ ηεο Θεσξίαο ησλ Πηζαλνηήησλ ζα θαηαζηήζεη ηνπο 
απξηαλνχο πνιίηεο ηθαλνχο λα ζπιινγίδνληαη κε ςπρξαηκία, λα θξίλνπλ θαη λα 
εθηηκνχλ κε αληηθεηκεληθφηεηα ηα γεγνλφηα, αθνχ ζα έρνπλ θαηαλνήζεη φηη ππάξρνπλ 
ηξφπνη γηα λα βξνχκε αλ θάπνηα απφ απηά είλαη πεξηζζφηεξν πηζαλά απφ θάπνηα 
άιια.  

΢ηελ §3.1 εμεγνχληαη νη έλλνηεο ηνπ πεηξάκαηνο ηύρεο, ηνπ δεηγκαηηθνύ ρώξνπ 
θαη ηνπ ελδερνκέλνπ. Γηα ηα ελδερφκελα, αθνχ είλαη ππνζχλνια ηνπ δεηγκαηηθνχ 
ρψξνπ Χ, ηζρχεη ε γλσζηή απφ ηελ Α΄ Λπθείνπ άιγεβξα ησλ ζπλφισλ. Πξέπεη 
επνκέλσο νη καζεηέο λα εμνηθεησζνχλ κε ηηο πξάμεηο κεηαμχ ησλ ζπλφισλ, ηηο νπνίεο 
θαη λα εξκελεχνπλ σο αληίζηνηρεο πξάμεηο κε ελδερφκελα. Πξέπεη επίζεο νη καζεηέο 
λα θαηαλνήζνπλ ηελ αληηζηνηρία αλάκεζα ζηηο δηάθνξεο ζρέζεηο ησλ ελδερνκέλσλ 
πνπ είλαη δηαηππσκέλεο ζηελ θνηλή γιψζζα θαη ζηε δηαηχπσζε ησλ ίδησλ ζρέζεσλ 
ζηε γιψζζα ησλ ζπλφισλ. Γηα ην μεπέξαζκα ησλ δπζθνιηψλ πνπ παξνπζηάδνληαη 
ζηνλ πξνζδηνξηζκφ ηνπ δεηγκαηηθνχ ρψξνπ θαη ησλ ελδερνκέλσλ πξέπεη νη 
δηδάζθνληεο γηα ηελ επνπηηθή παξνπζίαζή ηνπο λα ρξεζηκνπνηνχλ ηα 
δεληξνδηαγξάκκαηα, ηνπο πίλαθεο δηπιήο εηζφδνπ, ηα δηαγξάκκαηα Venn θηι., ψζηε 
λα νδεγνχλ ηνπο καζεηέο ζην λα νξγαλψλνπλ ηε ζθέςε ηνπο κε ζπζηεκαηηθφ θαη 
παξαζηαηηθφ ηξφπν. 

Γηα λα θαηαλνήζνπλ νη καζεηέο φηη ζηε ξίςε δχν λνκηζκάησλ ηα απνηειέζκαηα 
ΚΓ θαη ΓΚ είλαη δηαθνξεηηθά, λα εμεηαζηεί γηα παξάδεηγκα ην πείξακα ζηελ 
πεξίπησζε ηεο ξίςεο ελφο δεθάξηθνπ θαη ελφο εηθνζάξηθνπ. 

Σέινο, επεηδή ζεκαληηθφ ξφιν ζηνλ ππνινγηζκφ ησλ πηζαλνηήησλ παίδεη ν 
δηακεξηζκφο ελφο ζπλφινπ ζε αλά δχν μέλα κεηαμχ ηνπο ελδερφκελα, πξέπεη λα 
θαηαλνήζνπλ νη καζεηέο ηηο ζρέζεηο: 

                 )()()()( BABABABAA , 

                 )()()()( ABABABABB  θαη 

                 )()()( ABBABABA . 

 ΢ηελ §3.2 εηζάγεηαη ε έλλνηα ηεο πηζαλφηεηαο, ε νπνία είλαη θαη ε βαζηθφηεξε 
έλλνηα ηνπ θεθαιαίνπ. Δπεηδή ε έλλνηα απηή δηακνξθψλεηαη κε βάζε ηελ έλλνηα ηεο 
ζρεηηθήο ζπρλφηεηαο, θξίλεηαη ζθφπηκν λα γίλεη αλαθνξά θαη ζηελ αληίζηνηρε έλλνηα 
ζην θεθάιαην ηεο ΢ηαηηζηηθήο (ζει. 65 ηνπ βηβιίνπ). 

Έλα απφ ηα θχξηα ραξαθηεξηζηηθά ηνπ πεηξάκαηνο ηχρεο είλαη ε αβεβαηφηεηα γηα 
ην πνην απνηέιεζκα ηνπ πεηξάκαηνο ζα εκθαληζηεί ζε κηα ζπγθεθξηκέλε εθηέιεζή 
ηνπ. Δπνκέλσο, αλ Α είλαη έλα ελδερφκελν, δελ κπνξνχκε κε βεβαηφηεηα λα 
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πξνβιέςνπκε αλ ην Α ζα πξαγκαηνπνηεζεί ή φρη. Γη’ απηφ είλαη ρξήζηκν λα 
ζπλδπάζνπκε κε θάζε ελδερφκελν Α έλαλ αξηζκφ, πνπ ζα είλαη έλα κέηξν ηεο 
“πξνζδνθίαο” κε ηελ νπνία αλακέλνπκε ηελ πξαγκαηνπνίεζε ηνπ Α. Σνλ αξηζκφ 
απηφ ηνλ νλνκάδνπκε πηζαλφηεηα ηνπ Α. Πψο ζα γίλεη φκσο ε “εθρψξεζε” ησλ 
πηζαλνηήησλ ζηα δηάθνξα ελδερφκελα ηνπ πεηξάκαηνο ηχρεο; Πψο δειαδή ζα 
θαηαζθεπάζνπκε κηα θιίκαθα πηζαλφηεηαο, κε ηε βνήζεηα ηεο νπνίαο ζε θάζε 
ελδερφκελν ζα εθρσξνχκε ηελ αληίζηνηρε πηζαλφηεηα, φπσο αθξηβψο θάλνπκε γηα ηε 
κέηξεζε ηεο ζεξκνθξαζίαο θαηαζθεπάδνληαο, γηα παξάδεηγκα, ηε ζεξκνκεηξηθή 
θιίκαθα Κειζίνπ; 

 ΢πκθσλνχκε φηη ζηελ θιίκαθα ηεο πηζαλφηεηαο ζην αδχλαην ελδερφκελν ζα 
αληηζηνηρεί ν αξηζκφο 0, ελψ ζην βέβαην ελδερφκελν ν αξηζκφο 1 (φπσο θαη ζηελ 
θνηλή γιψζζα ιέκε γηα ην αδχλαην ελδερφκελν φηη έρεη πηζαλφηεηα 0%, ελψ ην 
βέβαην 100%). Δίλαη ινγηθφ λα δερηνχκε φηη ε πηζαλφηεηα θάζε άιινπ ελδερνκέλνπ 
ζα βξίζθεηαη αλάκεζα ζην 0 θαη ζην 1. Πψο ζα γίλεη φκσο ε εθρψξεζε ηεο 
πηζαλφηεηαο ζε έλα νπνηνδήπνηε ελδερφκελν; ΢ε έλα πείξακα πνπ ππάξρεη ην 
ζηνηρείν ηεο “ζπκκεηξίαο” είλαη ινγηθφ λα ππνζέζνπκε φηη ηα απιά ελδερφκελα ηνπ 
πεηξάκαηνο είλαη ηζνπίζαλα, νπφηε ε ζρεηηθή ζπρλφηεηα ελφο ελδερνκέλνπ Α κε θ 

ζηνηρεία ζα ηείλεη ζηνλ αξηζκφ 
v

κ
 θαη ην φξην απηφ ην νξίδνπκε θαη σο πηζαλφηεηα ηνπ 

Α, δειαδή 
v

κ
AP )( , πνπ απνηειεί θαη ηνλ θιαζηθό νξηζκό ηεο πηζαλφηεηαο. Ζ 

)(AP  πνπ νξίδεηαη κε απηφ ηνλ ηξφπν ηθαλνπνηεί ηηο απαηηήζεηο κηαο θιίκαθαο 

πηζαλφηεηαο, αθνχ ηζρχνπλ: 

 1)(0 AP  

 1)(ΩP  

 0)(P . 

Πψο φκσο γίλεηαη ε εθρψξεζε ησλ πηζαλνηήησλ, φηαλ ν δεηγκαηηθφο ρψξνο 
απνηειείηαη απφ κε ηζνπίζαλα απνηειέζκαηα ή έρεη άπεηξν πιήζνο ζηνηρείσλ. ΢ηηο 
πεξηπηψζεηο απηέο ε Θεσξία ησλ Πηζαλνηήησλ ρξεζηκνπνηεί ηνλ νξηζκφ πνπ 
αλαθέξεηαη ζηελ αμησκαηηθή ζεκειίσζε ηεο Θεσξίαο ησλ Πηζαλνηήησλ, ε νπνία έγηλε 
απφ ηνλ A.N. Kolmogoroff. ΢χκθσλα κε ηε ζεκειίσζε απηή, αλ Ω είλαη έλαο 

δεηγκαηηθφο ρψξνο θαη D ε αληίζηνηρε θιάζε ησλ ελδερνκέλσλ, ηφηε κέηξν 

πηζαλφηεηαο νλνκάδεηαη θάζε ζπλάξηεζε 

P : D  R 

γηα ηελ νπνία ηζρχνπλ νη ηδηφηεηεο: 
 

 1)(0 AP , γηα θάζε A D 

 1)(ΩP  

 )()()( BPAPBAP , αλ BA . 

Ζ ζεσξία ηνπ Kolmogoroff έρεη ην πιενλέθηεκα λα είλαη θπζηθή, απιή θαη λα 
ηθαλνπνηεί ηηο ζχγρξνλεο απαηηήζεηο ηεο απζηεξφηεηαο. ΢πλδέεη ηε Θεσξία ησλ 
Πηζαλνηήησλ κε ηε Θεσξία ηνπ Μέηξνπ θαη ηεο Οινθιήξσζεο θαη έηζη εθνδηάδεηαη κε 
ηζρπξά εξγαιεία θαη ηερληθέο απφ άιινπο αλαπηπγκέλνπο θιάδνπο ησλ 
Μαζεκαηηθψλ. Πέξαλ ηνχηνπ ε απζηεξή ζεκειίσζε ήηαλ απηή πνπ επέηξεςε ηελ 
αικαηψδε αλάπηπμε ηεο Θεσξίαο ησλ Πηζαλνηήησλ. 

Όκσο, ζην δηδαθηηθφ βηβιίν πηνζεηήζεθε γηα δηδαθηηθνχο ιφγνπο ν απινχζηεξνο 
αμησκαηηθφο νξηζκφο πνπ αλαθέξεηαη ζηε ζειίδα 149, άκεζε ζπλέπεηα ηνπ νπνίνπ 
είλαη θαη νη παξαπάλσ ηδηφηεηεο, νη νπνίεο αλαθέξνληαη ζηνλ νξηζκφ θαηά 
Kolmogoroff. 

Ζ παξάγξαθνο 3.2 νινθιεξψλεηαη κε ηνπο θαλφλεο ινγηζκνχ ησλ πηζαλνηήησλ, 
νη νπνίνη απνδεηθλχνληαη γηα δεηγκαηηθνχο ρψξνπο κε ηζνπίζαλα απιά ελδερφκελα. 
Δίλαη ζθφπηκν λα δνζεί έκθαζε ζηελ επνπηηθή εξκελεία ησλ θαλφλσλ απηψλ. 
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 Ζ §3.3 αλαθέξεηαη ζηε ΢πλδπαζηηθή, φπνπ παξνπζηάδνληαη νη βαζηθέο έλλνηεο 
πνπ είλαη απαξαίηεηεο γηα ηελ επίιπζε πξνβιεκάησλ απαξίζκεζεο. Πξέπεη λα γίλεη 
ζαθέο ζηνπο καζεηέο φηη ηα πξνβιήκαηα απηά ιχλνληαη θπξίσο κε ηε βνήζεηα ηεο 
βαζηθήο αξρήο απαξίζκεζεο, ε νπνία θαη απνηειεί ην θπξίαξρν “εξγαιείν” γηα ηελ 
απαξίζκεζε. Οη ηχπνη δηαηάμεσλ απιψο ζπληνκεχνπλ ηε ιχζε νξηζκέλσλ 
πξνβιεκάησλ.  

Οη βαζηθέο ζρέζεηο ησλ ζπλδπαζκψλ 
κv

v

κ

v
 (ζειίδα 164, άζθεζε 5, Α΄ 

Οκάδαο) θαη 
1

11

κ

v

κ

v

κ

v
 (ζειίδα 174 άζθεζε 3, Γεληθέο αζθήζεηο) 

απνδεηθλχνληαη ζην ηεχρνο ησλ ιχζεσλ αιγεβξηθά. Δίλαη ρξήζηκν φκσο λα εμεγεζεί 
ζηνπο καζεηέο φηη ε πξψηε απφ απηέο πξνθχπηεη, αλ παξαηεξήζνπκε φηη ζε θάζε 
ζπλδπαζκφ κε θ ζηνηρεία αληηζηνηρεί έλαο ζπλδπαζκφο κε κv  ζηνηρεία, ελψ ε 

δεχηεξε, αλ παξαηεξήζνπκε φηη ην ζχλνιν ησλ ζπλδπαζκψλ κε θ ζηνηρεία 
απνηειείηαη απφ ηνπο ζπλδπαζκνχο πνπ πεξηιακβάλνπλ έλα νξηζκέλν ζηνηρείν, νη 

νπνίνη είλαη ζε πιήζνο 
1

1

κ

v
, θαη απφ ηνπο ζπλδπαζκνχο πνπ δελ πεξηιακβάλνπλ 

ην ζηνηρείν απηφ, νη νπνίνη είλαη ζε πιήζνο 
κ

v 1
. 

 ΢ηελ §3.4 εηζάγνληαη νη έλλνηεο ηεο 
δεζκεπκέλεο πηζαλφηεηαο θαη ησλ αλεμάξηεησλ 
ελδερνκέλσλ. 

Καηά ηε δηδαζθαιία ηεο ελφηεηαο απηήο ζα 
πξέπεη λα δεηρηεί επνπηηθά πψο κεηαβάιιεηαη ν 
δεηγκαηηθφο ρψξνο ελφο πεηξάκαηνο, φηαλ είλαη 
δεδνκέλν φηη έρεη πξαγκαηνπνηεζεί έλα 
ελδερφκελν. ΢πγθεθξηκέλα, αλ είλαη γλσζηφ γηα 
παξάδεηγκα φηη έρεη πξαγκαηνπνηεζεί ην ελδερφκελν B , ηφηε ν δεηγκαηηθφο ρψξνο 

Ω πεξηνξίδεηαη ζην Β θαη επνκέλσο νη επλντθέο πεξηπηψζεηο γηα ην Α ζα είλαη ηα 
ζηνηρεία ηνπ BA . 

Δπνκέλσο, ζηελ πεξίπησζε πνπ ν δεηγκαηηθφο ρψξνο Ω απνηειείηαη απφ 
ηζνπίζαλα απιά απνηειέζκαηα έρνπκε  

)(

)(

)(/)(

)(/)(

)(

)(
)|(

BP

BAP

ΩNBN

ΩNBAN

BN

BAN
BAP . 

Ζ δεζκεπκέλε πηζαλφηεηα κε δεδνκέλν ην B , ηθαλνπνηεί ηα αμηψκαηα ηνπ 

κέηξνπ πηζαλφηεηαο.  
Πξάγκαηη: 

 Γηα θάζε ελδερφκελν Α έρνπκε A B B θαη επνκέλσο )()(0 BPBAP , νπφηε 

1
)(

)(
0

BP

BAP
, πνπ ζεκαίλεη φηη 1B)|P(A0 . 

 Γηα ην βέβαην ελδερφκελν Ω έρνπκε BBΩ , θαη επνκέλσο  

     1
)(

)(

)(

)(
)|(

BP

BP

BP

BΩP
BΩP , δειαδή 1B)|P(Ω . 

 Αλ 21 AA , ηφηε )()( 21 BABA ,             

      θαη επεηδή  

     )()()( 2121 BABABAA , 

      έρνπκε  

   
)(

))((
)|( 21

21
BP

BAAP
BAAP  
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)(

)()( 21

BP

BAPBAP
 

                                         

1 2

1 2

( ) ( )

( ) ( )

( | ) ( | )

P A B P A B

P B P B

P A B P A B

, 

       δειαδή, αλ 1A  θαη 2A  μέλα κεηαμύ ηνπο, ηφηε ηζρχεη  

P A A B P A B P A B1 2 1 2 . 

 
Απφ ηελ έλλνηα ηεο δεζκεπκέλεο πηζαλφηεηαο πξνθχπηεη ν πνιιαπιαζηαζηηθφο 

λφκνο ησλ πηζαλνηήησλ )|()()|()()( BAPBPABPAPBAP  θαη απφ ηηο 

ηζφηεηεο απηέο νδεγνχκαζηε ζηνλ νξηζκφ ησλ αλεμάξηεησλ ελδερνκέλσλ. Γχν 
ελδερφκελα ιέγνληαη αλεμάξηεηα, φηαλ ε πιεξνθνξία γηα ηελ πξαγκαηνπνίεζε ηνπ 
ελφο δελ επεξεάδεη ηελ πηζαλφηεηα πξαγκαηνπνίεζεο ηνπ άιινπ. Απηφ ζεκαίλεη φηη 

)()|( APBAP  θαη )()|( BPABP , νπφηε ν πνιιαπιαζηαζηηθφο λφκνο ησλ 

πηζαλνηήησλ γίλεηαη )()()( BPAPBAP , εμίζσζε κε ηελ νπνία κπνξνχλ λα 

νξηζηνχλ θαη ηα αλεμάξηεηα ελδερφκελα, ρσξίο κάιηζηα ηνπο πεξηνξηζκνχο 0)(AP  

θαη 0)(BP . 

Δίλαη ζθφπηκν λα εμεγεζεί κε θαηάιιεια παξαδείγκαηα ε κεγάιε ρξεζηκφηεηα 
ηνπ πνιιαπιαζηαζηηθνχ λφκνπ θαη ησλ δεληξνδηαγξακκάησλ ζηελ επίιπζε 
πξνβιεκάησλ πηζαλνηήησλ. 

Ζ εθαξκνγή 2 ηεο ζειίδαο 169 είλαη έλα παξάδεηγκα εθαξκνγήο ηνπ ηχπνπ ηεο 
νιηθήο πηζαλόηεηαο θαη ηνπ Θεσξήκαηνο ηνπ Bayes (Μπάγεο) (1720-1761): 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

Αλ vAAA ,...,, 21  είλαη κηα δηακέξηζε ελφο δεηγκαηηθνχ ρψξνπ Ω (δειαδή ηα ελδερφκελα 

iA , vi ,...,2,1  είλαη μέλα αλά δχν κεηαμχ ηνπο θαη ε έλσζή ηνπο είλαη ν Ω), ηφηε γηα 

νπνηνδήπνηε ελδερφκελν Β ηζρχεη 

    BAAABΩB v )...( 21  

        )(...)()( 21 BABABA v , 

φπνπ ηα viBAi ,...,2,1,  είλαη αλά δχν μέλα κεηαμχ ηνπο. Δπνκέλσο, 

)(...)()()( 21 BAPBAPBAPBP v  

θαη κε εθαξκνγή ηνπ πνιιαπιαζηαζηηθνχ λφκνπ έρνπκε 

)|()(...)|()()|()()( 2211 vv ABPAPABPAPABPAPBP  (1), 

πνπ είλαη ν λφκνο ηεο νιηθήο πηζαλφηεηαο. 

Δπίζεο, γηα θάζε i έρνπκε 
)(

)(
)|(

BP

BAP
BAP i

i . Αλ ζηελ ηζφηεηα απηή 

αληηθαηαζηήζνπκε ηελ )(BP  κε ηε βνήζεηα ηεο (1) θαη ιάβνπκε ππφςε φηη 

)|()()( iii ABPAPBAP , ηφηε πξνθχπηεη φηη: 

)|()(...)|()()|()(

)|()(
)|(

2211 vv

ii
i

ABPAPABPAPABPAP

ABPAP
BAP  

πνπ είλαη ην ζεψξεκα ηνπ Bayes. 

B
A1

A2 A3

A4

A5
Aν
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Δπεηδή νη καζεηέο αλακέλεηαη λα ζπλαληήζνπλ δπζθνιίεο ζε πξνβιήκαηα 

δεζκεπκέλεο πηζαλφηεηαο, πξέπεη ν δηδάζθσλ λα ηνπο δηεπθνιχλεη λα “δνπλ” ηε ιχζε 
κε ηε βνήζεηα δεληξνδηαγξακκάησλ. 

Γεληθά, κε ηε δηδαζθαιία ηνπ θεθαιαίνπ απηνχ επηδηψθεηαη νη καζεηέο: 

 Να θαηαθηήζνπλ ην βαζηθφ ιεμηιφγην ηεο Θεσξίαο ησλ Πηζαλνηήησλ. 

 Να θαηαλνήζνπλ ηελ έλλνηα ηεο πηζαλφηεηαο θαη λα κπνξνχλ λα επηιχνπλ απιά 
πξνβιήκαηα πηζαλνηήησλ 

 Να κπνξνχλ λα ρξεζηκνπνηνχλ ηηο βαζηθέο ηερληθέο ηεο ΢πλδπαζηηθήο γηα ηελ 
απαξίζκεζε ησλ ζηνηρείσλ ηνπ δεηγκαηηθνχ ρψξνπ θαη ησλ ζηνηρείσλ ησλ 
ελδερνκέλσλ. 

 Να θαηαλνήζνπλ ηηο έλλνηεο ηεο δεζκεπκέλεο πηζαλφηεηαο θαη ηεο αλεμαξηεζίαο 
ησλ ελδερνκέλσλ θαη λα ηηο ρξεζηκνπνηνχλ ζηελ επίιπζε πξνβιεκάησλ. 

 
ΠΑΡΑΣΗΡΗ΢Η 
 Απφ ην Κεθάιαην 3 δε ζα δηδαρζεί ε παξάγξαθνο 3.4 κε ηίηιν: «Γεζκεπκέλε 
πηζαλόηεηα-Αλεμάξηεηα ελδερόκελα». 
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ΑΠΑΝΣΗ΢ΔΙ΢ ΢ΣΙ΢   " ΔΡΩΣΗ΢ΔΙ΢ ΚΑΣΑΝΟΗ΢Η΢ " 

 
 

Κεθάιαην 1 
1. Β 
2. Γ 
3. Γ 
4. Β 
5. Γ 
6. Γ 
7. Γ 
8. Γ 

 9. (0,0), (1,-1), (3,3) 
10.(i) 0, (ii) 0, (iii) 2, (iv) Γελ  

            ππάξρεη,  (v) 0,  (vi) 3, (vii) 1 

11. (i) -2,  (ii) 3, (iii) 2kπ π/6 
12. (α) -1, (β) -11, (γ) 8,  (δ) -8 
13. 28 
14.  (1)(β)   (2)(δ)   (3)(α)   (4)(γ) 

 
Κεθάιαην 2 

 1.  Λ 
 2.  ΢ 
 3.  Λ 
 4.  Λ 
 5.  Λ 
 6.  ΢ 
 7. Λ (πνι/δεηαη επί  

ηελ c ) 

 8.  ΢ 
 9.  Λ 
10  Λ 

      11.  ΢ 
      12.  Λ  

(αλ ˆ 0  αχμεζε  

αλ ˆ 0  κείσζε) 

13.  Λ 
14.  ΢ 
15.  Β 

      16.  Γ 

17. Α  
18. Γ 
19. Γ 
20. Γ 
21. Α 
22. Β 
23. Γ 
24. Β 
25. (α) (i),  (β) (iii),  (γ) (ii) 
26. (α) (i),  (β) (iv),  (γ) (iii) 

 27.(α), (β), (ζη) (i), (γ), (δ), (ε) (ii) 
28. (β) (i),  (β) (ii),  (β) (iii) 
29. (α) (ii), (β) (iii), (γ) (i),(δ) (ii), 
   (ε) (ii) 
30. (i) (β), (ii) (γ), (iii) (δ), (iv) (α) 
31. (α) (iii),  (β) (i),  (γ) (ii) 
32. (α) (ii),  (β) (i),  (γ) (iii) 
33. (α) (iv),  (β) (i),  (γ) (iii),  (δ) (ii) 
34. (α) (i),  (β) (iii),  (γ) (ii) 
35. (α) ΢,  (β) ΢,  (γ) ΢,  (δ) Λ 

 
Κεθάιαην 3  

1. Ζ έθθξαζε: κηα 
"θεθαιή" θαη κηα 
"γξάκκαηα" 
πεξηιακβάλεη δπν 
πεξηπηψζεηο , ηηο 
ΚΓ θαη ΓΚ. 

2.  Δίλαη κηθξφο ν 
αξηζκφο ησλ 
δνθηκψλ, γηα λα 
βγάινπκε έλα 
ηέηνην 
ζπκπέξαζκα. 

3. (α) Σν θάζε δάξη 
έρεη ηελ ίδηα 
πηζαλφηεηα λα 

επηιεγεί   (β) 3 6 
4. (γ) 

5. (β) 
6. (δ) 
7. (δ) 
8. ΢ 
9. Λ 
10. Λ 
11. Λ 
12. Λ 
13. ΢ 

14. P(A  B) 0,  P(A B) 0,8, 

P(A/B) 0,   P(B/A) 0 

15. P(A  B) 0,12,  P(A B) 0,68, 

P(A/B) 0,6,     P(B/A) 0,2 

16. Όρη, δηφηη ζα ηζρχεη P(A B)=1,3, 
πνπ είλαη άηνπν. 



 102 

Δ΢ΠΔΡΙΝΑ ΔΠΑ.Λ. 
 

ΩΡΟΛΟΓΙΟ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ Α΄ ΣΑΞΗ΢ Δ΢ΠΔΡΙΝΟΤ ΔΠΑ.Λ.  
 
 

ΑΛΓΔΒΡΑ: Ώξεο 2 εβδνκαδηαίσο 
 

ΓΔΩΜΔΣΡΙΑ: Ώξεο 2 εβδνκαδηαίσο 
 

Ζ δηδαζθαιία ζα πξνζαξκνζηεί ζχκθσλα κε ηελ χιε  ηεο Α΄ηάμεο ηνπ εκεξήζηνπ 
ΔΠΑ.Λ. 

 
 

  
 
 

ΩΡΟΛΟΓΙΟ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ Β΄ ΣΑΞΗ΢ Δ΢ΠΔΡΙΝΟΤ ΔΠΑ.Λ.  
 
  
 

ΑΛΓΔΒΡΑ: Ώξεο 1 εβδνκαδηαίσο 
 

Απφ ηελ Άιγεβξα ηεο Β΄ ηάμεο ηνπ εκεξήζηνπ ΔΠΑ.Λ., ζα δηδαρζνχλ ηα Κεθάιαηα: 
1ν.Σξηγσλνκεηξία (κέρξη 17 ψξεο) 
2ν. Πνιπώλπκα- Πνιπσλπκηθέο εμηζώζεηο (κέρξη 12 ψξεο) 
 

 
ΓΔΩΜΔΣΡΙΑ: Ώξεο 1 εβδνκαδηαίσο 

 
Ζ δηδαζθαιία ζα πξνζαξκνζηεί ζχκθσλα κε ηελ χιε  ηεο Β΄ηάμεο ηνπ εκεξήζηνπ 
ΔΠΑ.Λ. 

΄ 
 
΄ 

ΩΡΟΛΟΓΙΟ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ Γ΄ ΣΑΞΗ΢ Δ΢ΠΔΡΙΝΟΤ ΔΠΑ.Λ. 
 
  
 

ΑΛΓΔΒΡΑ: Ώξεο 1 εβδνκαδηαίσο 
 

Απφ ηελ Άιγεβξα ηεο Β΄ ηάμεο ηνπ εκεξήζηνπ ΔΠΑ.Λ., ζα δηδαρζνχλ ηα Κεθάιαηα: 
3ν. Πξόνδνη (κέρξη 10 ψξεο) 
4ν. Δθζεηηθή θαη Λνγαξηζκηθή ζπλάξηεζε (κέρξη 12 ψξεο) 
 
 

ΜΑΘΗΜΑΣΙΚΑ ΘΔΣΙΚΗ΢ &ΣΔΥΝΟΛΟΓΙΚΗ΢ ΚΑΣΔΤΘΤΝ΢Η΢:  
Ώξεο 2 εβδνκαδηαίσο 

 
Απφ ηα Μαζεκαηηθά Καηεχζπλζεο ηεο Β΄ ηάμεο ηνπ εκεξήζηνπ ΔΠΑ.Λ. ζα δηδαρζνχλ 
ηα Κεθάιαηα 1 έσο θαη 3,  ζχκθσλα κε ηελ χιε  ηεο Β΄ηάμεο ηνπ εκεξήζηνπ ΔΠΑ.Λ. 
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ΩΡΟΛΟΓΙΟ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ Γ΄ ΣΑΞΗ΢ Δ΢ΠΔΡΙΝΟΤ ΔΠΑ.Λ.  
 

ΜΑΘΗΜΑΣΙΚΑ Ι: Ώξεο 5 εβδνκαδηαίσο 
 

ΜΑΘΗΜΑΣΙΚΑ ΙΙ: Ώξεο 5 εβδνκαδηαίσο 

 
ΜΑΘΗΜΑΣΙΚΑ ΚΑΙ ΢ΣΟΙΥΔΙΑ ΢ΣΑΣΙ΢ΣΙΚΗ΢: Ώξεο 2 εβδνκαδηαίσο 

 
 
 

Ζ δηδαζθαιία ζα πξνζαξκνζηεί ζχκθσλα κε ηελ χιε  ηεο Γ΄ ηάμεο ηνπ εκεξήζηνπ 
ΔΠΑ.Λ. 

 
 
 

ΓΔΝΙΚΔ΢ ΠΑΡΑΣΗΡΗ΢ΔΙ΢ :   

 Σα ζεσξήκαηα, νη πξνηάζεηο, νη απνδείμεηο θαη νη αζθήζεηο πνπ θέξνπλ 
αζηεξίζθν δε δηδάζθνληαη  θαη δελ εμεηάδνληαη. 

 Οη εθαξκνγέο θαη ηα παξαδείγκαηα ησλ βηβιίσλ δελ εμεηάδνληαη νχηε σο ζεσξία  
νχηε σο αζθήζεηο. Μπνξνχλ φκσο λα ρξεζηκνπνηεζνχλ  σο πξνηάζεηο  γηα ηε ιχζε 
αζθήζεσλ ή ηελ απφδεημε άιισλ πξνηάζεσλ. 

 Δμαηξνχληαη απφ ηελ δηδαθηέα - εμεηαζηέα χιε νη εθαξκνγέο θαη νη αζθήζεηο πνπ 
αλαθέξνληαη ζε ινγαξίζκνπο κε βάζε δηαθνξεηηθή ηνπ e θαη ηνπ 10.  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 


